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1
Confinement : tour d’horizon
1.1 Empilement de sphe`res dures
1.1.1 Une question qui traverse les sie`cles
La petite histoire veut que la question portant sur l’empilement optimal de sphe`res
dures ait e´te´ formule´e, de manie`re scientifique, a` bord du “Tyger” pendant l’e´te´ 1585. Sir
Walter Raleigh est a` la teˆte d’une expe´dition qui vient de partir de Plymouth pour explorer
le Nouveau Continent et y e´tablir des colonies Britanniques. Soucieux de gagner du temps
en cas d’une attaque des Conquistadors, Sir Raleigh pose une question pratique a` son
conseiller scientifique, le mathe´maticien Thomas Harriot. Peut-on estimer le nombre total
de boulets de canons N pre´sents dans une pile (voir figure 1.1), sans avoir a` les compter
un par un ? Les boulets e´tant arrange´s selon une forme pyramidale dont les coˆte´s de la
base (dans ce cas carre´e) comportent n projectiles, la re´ponse est imme´diatement :
N =
n
∑
i=1
i2 =
n(n + 1)(2n + 1)
6
.
Cette formule permet un gain de temps conside´rable par rapport a` un comptage manuel
du nombre de boulets. Par exemple, il suffit de remarquer que la base de la pile de
munitions pre´sente´e dans la figure 1.1 contient n = 5 boulets pour en de´duire qu’il y a,
en fait, N = 55 projectiles dans la pile entie`re.
Cette question de de´nombrement de munitions est rapidement re´solue par Harriot et le
pousse vers un proble`me mathe´matique plus ge´ne´ral. Quelle est la densite´ maximale d’un
empilement de sphe`res dures (pas d’interpe´ne´tration), toutes identiques, dans l’espace
habituel a` trois dimensions ? Supposons que la boˆıte (de taille line´aire typique note´e a),
a` l’inte´rieur de laquelle nos N sphe`res sont enferme´es, soit tre`s grande compare´ au rayon
des sphe`res note´ r. Cette approximation permet de simplifier la discussion en ne´gligeant
les questions difficiles de frustration ge´ome´trique engendre´es par la pre´sence de bords. On
peut alors de´finir la densite´, φ, comme le taux d’occupation de l’empilement par rapport
au volume disponible :
0 < φ =
volume occupe´ par les sphe`res
volume de la boˆıte
= N
( r
a
)3
< 1.
5
hcp
fcc
b)a)
Fig. 1.1 – a) Empilement pyramidal de boulets de canon. La meˆme strate´gie d’empile-
ment se retrouve aussi dans les e´talages de fruits. b) Illustration de la diffe´rence entre
l’arrangement hexagonal compact (hcp) et l’arrangement cubique a` faces centre´es (fcc).
Les deux empilements aboutissent au meˆme taux d’occupation φ ≈ 74% ce qui fait d’eux
les empilements optimaux.
Le but de la question pose´e par Harriot est d’identifier l’arrangement qui permet de
maximiser la densite´ φ. Apre`s avoir cherche´ lui-meˆme une solution a` cette e´nigme (qui
paraˆıt pourtant si simple et naturelle), Harriot mentionne le proble`me a` Johannes Kepler.
Cette lettre, date´e de 1606, marque le de´but d’une histoire qui ne s’ache`vera qu’a` la fin
des anne´es 1990. La construction de l’arrangement optimal de sphe`res dures cache en fait
un proble`me tre`s difficile de ge´ome´trie discre`te. Dans les articles de vulgarisation, cette
question est souvent pre´sente´e sous la forme de comment optimiser le stockage d’oranges
(les sphe`res dures) de telle manie`re que l’on puisse en empiler une quantite´ maximale.
Imaginons que nous disposons de 100 oranges qui doivent eˆtre range´es dans un panier.
Le nombre d’assemblages possibles grandit de manie`re astronomique au fur et a` mesure
que le nombre d’oranges augmente. Conside´rons une possibilite´ assez intuitive. On peut
commencer, par exemple, par former un re´seau carre´ de 10× 10 oranges au fond du panier
puis rajouter une nouvelle e´paisseur directement par dessus la premie`re. Il s’agit, dans ce
cas, du re´seau cubique simple. En supposant que les oranges ne roulent pas les unes sur
les autres et de´truisent ainsi la pile, la densite´ atteinte est seulement φ = π/6 ≈ 52%.
Il y a donc autant d’air que d’oranges ! De plus, le fait que l’on s’attende a` ce que cette
pile soit instable est de´ja`, en soi, une indication que cette solution est me´tastable et
qu’un meilleur arrangement doit exister. Kepler comprend qu’il est utile de se ramener a`
une situation plus simple pour commencer : l’empilement de disques dans le plan. Dans
cette situation, l’assemblage le plus dense est connu depuis l’antiquite´ : c’est la structure
hexagonale, parfois appelle´e “penny packing” par analogie avec le rangement de pie`ces de
monnaie sur une table. Ce motif permet aux disques d’occuper φ = π/2
√
3, soit a` peu
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a) b)
Fig. 1.2 – a) Illustration par Kepler [1] de l’arrangement hexagonal de disques durs
empile´s dans le plan. b) Photo d’un vrai flocon de neige (K. G. Libbrecht, Caltech) ou`
l’on voit clairement la syme´trie hexagonale. On retrouve ce pavage hexagonal aussi dans
les alve´oles des nids d’abeilles.
pre`s 91% de l’espace disponible. Kepler fait le rapprochement entre les cristaux de neige
et les nids d’abeille qui pre´sentent naturellement cette structure hexagonale [1] et fait
hypothe`se que cela est certainement duˆ a` un principe de minimisation. Se pose maintenant
la question de comment ge´ne´raliser ce re´sultat au cas de l’empilement de sphe`res ? Tout
d’abord, il faut remplacer la base carre´e de la pyramide par une base hexagonale. La
premie`re e´paisseur est donc optimale par construction. Il y a ensuite deux possibilite´s de
de´poser les boules sur une deuxie`me e´paisseur, voir figure 1.1. Selon la strate´gie choisie, il
est possible d’obtenir l’assemblage hexagonal compact (note´ hcp pour “Hexagonal Close
Packing”) ou le re´seau cubique faces centre´es (note´ fcc pour “Face Centered Cubic”). Les
deux arrangements conduisent a` la meˆme valeur φ = π/3
√
2 soit environ 74% de l’espace
disponible. Toutefois, on retrouve sans surprise presque le meˆme empilement que celui
de´ja` envisage´ pour les boulets de canons a` bord du “Tyger”. C’est un raisonnement de ce
type qui pousse Kepler a` conjecturer en 1611 qu’il est impossible de faire mieux que le
re´seau cubique a` faces centre´es.
Nous comprenons la conjecture de Kepler par un raisonnement purement intuitif, en
se laissant guider par le motif hexagonal bien connu. Est-il possible que le fait de com-
mencer avec une premie`re e´paisseur plane (image mentale des oranges dispose´es sur une
table) nous ait mene´ vers une branche de solutions (l’arrangement cristallin fcc ou hexa-
gonal hcp) qui, bien qu’efficaces, ne sont pas optimales ? Des arrangements de´sordonne´s
permettraient-ils une meilleure occupation de l’espace ? Confirmant l’extreˆme difficulte´ de
ce proble`me, il a fallu attendre 1998 pour montrer avec certitude que le re´seau cristallin
fcc est bel et bien l’arrangement optimal en trois dimensions [2]. La de´monstration (elle
meˆme publie´e quelques anne´es plus tard) se base, en partie, sur une re´solution nume´rique
d’un proble`me d’optimisation non-line´aire de dimension gigantesque.
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1.1.2 Espaces de dimensions e´leve´es
Les proble`mes d’empilement de sphe`res dures ne se limitent pas qu’aux cas d’espaces
bidimensionnels ou tridimensionnels. En fait, bien que les empilements pre´sente´s dans la
partie pre´ce´dente soient attrayants, la conjecture de Kepler (par exemple) reste un pro-
ble`me plutoˆt acade´mique. Par contre, l’empilement d’hypersphe`res en dimensions plus
e´leve´es [3] a des applications importantes dans le domaine du stockage et transport d’in-
formation (voir par exemple l’article fondateur de Shannon [4]). On peut comprendre de
manie`re intuitive la relation entre l’empilement de sphe`res dures (proble`me qui est apparu
jusqu’ici comme purement ge´ome´trique) et la the´orie de l’information.
La plupart du temps, un message nume´rique est code´ sous forme de bits discrets
d’information 0 et 1. Imaginons que nous utilisions cette alge`bre binaire pour e´crire des
“mots” compose´s de 6 “lettres”. En supposant que toutes les combinaisons forment un
mot acceptable nous avons un ensemble de 26 = 64 mots possibles. Chaque mot peut
alors eˆtre repre´sente´ de manie`re unique comme un point dans R6. Il est important que le
stockage et la transmission d’un message se fasse de manie`re robuste. Conside´rons deux
mots ALICE et BOB code´s de la manie`re suivante :
ALICE = 001110,
BOB = 001100.
La seule diffe´rence entre les deux mots apparaˆıt sur le cinquie`me bit. Il y a un risque que
le me´canisme de stockage ou de transmission modifie une partie du message et fournisse
des informations errone´es. Ceci peut eˆtre du a` une le´ge`re rayure sur un CD, a` du bruit
e´lectronique lors de la transmission... Comment minimiser ce genre d’erreurs ? Il faut
imposer une distance (de´finie par la mesure de Hamming par exemple) minimale dans R6
entre les points repre´sentant les mots telle que, meˆme dans un environement bruite´,
le risque d’erreur soit re´duit et meˆme e´limine´. Appelons la distance minimale que l’on
cherche a` imposer ℓ. L’ide´e consiste alors a` empiler un ensemble de 64 sphe`res de rayon ℓ/2
dans R6. Le rayon des sphe`res doit eˆtre choisi de manie`re a` minimiser les erreurs, mais
il ne faut pas le prendre trop grand sinon la taille du message explose. Pour des espaces
de dimensions mode´re´es (d = 4, 5, 6 par exemple) il existe une autre application pratique
de ces ide´es. Il est fre´quent, par exemple, d’avoir a` e´valuer nume´riquement des inte´grales
en dimensions plus grandes que 3. Comment e´chantilloner l’espace de manie`re a` avoir
une bonne approximation d’une inte´grale ? La` aussi le proble`me est similaire : il faut
beaucoup de points pour avoir une bonne approximation mais pas trop sinon le temps
de calcul devient trop grand. Il faut donc choisir une distance optimale entre les points
d’e´chantillonage et la question se rame`ne a` l’empilement d’hypersphe`res.
La recherche d’un tel compromis est un sujet de recherche tre`s actif. En dehors de
quelques dimensions tre`s particulie`res ou` des progre`s ont pu eˆtre fait rapidement (tel que
d = 8 ou d = 24 ou` il existe des syme´tries tre`s fortes menant aux re´seaux de Leech) il
n’y a pas de ge´ne´ralisations faciles de`s que la dimension de l’espace devient supe´rieure
a` 3. Les arrangements connus les plus denses pour 3< d < 10 sont tous des arrangements
cristallins. Dans la limite d→+∞, un re´sultat re´cent [5] donne un encadrement fin de la
densite´ maximale. De manie`re ge´ne´rale, les raisonnements suivis pour obtenir des bornes
supe´rieures et infe´rieures sont non-constructifs : ils ne permettent pas d’effectivement
fabriquer un empilement qui re´aliserait cette densite´. D’autre part, il est soupc¸onne´ qu’il
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existe une dimension critique au dela` de laquelle l’e´tat fondamental (optimal) puisse eˆtre
re´alise´ par un empilement de´sordonne´ plutoˆt qu’un empilement ordone´ en re´seau.
1.1.3 Polydispersite´
Nous n’avons conside´re´, jusque-la`, que des empilements de sphe`res monodisperses. Il
est possible de cre´er des empilements dont la densite´ est plus grande que ceux pre´sente´s
dans les parties pre´ce´dentes en introduisant un spectre e´tendu de tailles. Concentrons
nous, pour illustrer, au cas de l’espace a` 2D dans lequel nous empilons des disques durs
(non-interpe´ne´trables). Nous avons de´ja` vu que le pavage hexagonal (cf figure 1.2) est celui
pour lequel la densite´ maximale possible φ ≈ 91% est re´alise´e. En ajustant correctement
la taille des disques, il est possible de construire un empilement qui remplit totalement
l’espace disponible, c’est a` dire pour lequel φ→ 100%.
Commenc¸ons avec 3 cercles C1,C2 et C3 tangents deux a` deux exte´rieurement. On
note leurs rayons respectifs R1, R2 et R3. On peut alors montrer qu’il existe un quatrie`me
cercle C4 lui-meˆme tangent aux trois premiers cercles. Son rayon R4 satisfait au the´ore`me
de Descartes : (
1
R1
+
1
R2
+
1
R3
+
1
R4
)2
= 2
(
1
R21
+
1
R22
+
1
R23
+
1
R24
)
.
L’e´quation de´terminant le rayon R4 est un polynoˆme du deuxie`me degre´ donc il existe
en fait deux possibilite´s pour le choix du quatrie`me cercle. Ce sont les “kissing circles”
de Soddy [6]. De manie`re a` remplir l’espace de manie`re plus effective, il faut choisir le
plus petit de ces cercles. En re´pe´tant cette construction ite´rativement des plus grands
cercles vers des cercles de plus en plus petits, on finit par obtenir le motif pre´sente´
sur la figure 1.3. Il s’agit d’un empilement fractal dit empilement Appolonien [7]. Cette
proce´dure ite´rative ge´ne`re un spectre continu de taille de disques qui suit une loi de
puissance. La porosite´, c’est a` dire la fraction d’espace non-occupe´e, de´croˆıt vers 0 ce qui
prouve que cette construction permet effectivement de paver comple`tement l’espace. Il
est possible de ge´ne´raliser cette construction pour re´aliser des empilements Appoloniens
en dimensions supe´rieures.
Outre leur e´le´gance ge´ome´trique, ce type empilement fractal a des applications en
physique. Il peut eˆtre utilise´ comme“toy model”dans la mode´lisation de la tectonique des
plaques [8, 9] et de la cascade d’e´nergie vers les petites e´chelles en turbulence [10, 11] par
exemple. Cependant une application pratique importante vient du ge´nie civil. L’obtention
d’un spectre granulome´trique continu et e´tendu vers les faibles granulome´tries permet
d’ame´liorer la compacite´, donc les performances me´caniques. Il s’agit d’un des e´le´ments
centraux a` la base de nouveaux mate´riaux tels que le be´ton a` haute performance. Ce type
de be´ton posse`de non seulement une re´sistance en compression de plusieurs ordres de
grandeur supe´rieurs au be´ton classique mais il est capable de re´agir de manie`re e´lastique
quand il est charge´ en tension. Utilise´ de manie`re pionnie`re pour la construction de l’arche
de la De´fense et du pont de l’ˆıle de Re´ a` la fin des anne´es 1980, son utilisation commence
maintenant a` se banaliser. La distribution de tailles des grains utilise´s, qui tente de se
rapprocher de celle d’un empilement Appolonien, est un ingre´dient important de ces
mate´riaux.
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Fig. 1.3 – Illustration d’un empilement Appolonien. Les re`gles de construction menant
a` ce motif fractal sont de´taille´es dans le texte. Cet empilement est optimal dans le sens
ou l’ajout de cercles de plus en plus petits permet de couvrir tout l’espace disponible et la
densite´ tend vers 100%.
1.2 Empilements de´sordonne´s et “jamming”
A` la fin des anne´es 1950, l’expe´rience de J. D. Bernal [12] est une des premie`res a` e´tu-
dier les empilements ale´aoires de sphe`res dures monodisperses. Quand un grand nombre
de sphe`res est verse´ tre`s doucement dans un re´cipient (grains de sable par exemple), la
fraction volumique de la pile obtenue est approximativement 55%. C’est la limite au des-
sus de laquelle les re´seaux de forces inter-sphe`res percolent et une configuration rigide peut
exister [13]. Cette pile est me´caniquement me´tastable, elle contient de nombreux vides, et
posse`de une me´moire de son histoire (me´thode de de´poˆt, friction entre les sphe`res...). En
secouant le re´cipient, la densite´ augmente lentement et finit par se stabiliser a` une certaine
valeur (comprise entre 61% et 64%) qui de´pend de l’intensite´ du forc¸age. La configuration
des sphe`res formant la pile est maintenant “jammed” ou bloque´e. On peut alors faire des
cycles d’augmentation et de diminution de l’intensite´ des secousses et suivre l’e´volution
de la densite´. Au fur et a` mesure que l’intensite´ du forc¸age augmente, la densite´ dimi-
nue jusqu‘a` φRLP ≈ 61% (“Random Loose Packing”). C’est la limite a` partir de laquelle
les secousses sont tellement fortes que les sphe`res commencent a` se de´solidariser et les
configurations ne sont plus “jammed” mais ressemblent plus a` des suspensions. Si, au
contraire, on diminue l’intensite´ du forc¸age exte´rieur, la densite´ augmente pour atteindre
une valeur maximale φRCP ≈ 64% (“Random Close Packing”). Une proprie´te´ remarquable
de ces empilements est que la courbe de compaction est comple`tement re´versible (illustre´e
sur la figure 1.4) meˆme en pre´sence de friction entre les sphe`res [14].
L’existence de branches re´versibles dans ces syste`mes amorphes et dissipatifs est frap-
pante et encourage l’utilisation des outils de la physique statistique pour tenter de les
comprendre. La transition vers ces configurations de sphe`res dites “jammed” est en effet
relie´e a` de nombreux proble`mes tels que les e´mulsions, les suspensions collo¨ıdales, les po-
lyme`res fondus [15]... La phase“Random Close Packing”peut eˆtre vue comme un syste`me
vitreux a` tempe´rature nulle. Tous ces syste`mes sont pie´ge´s dans une toute petite re´gion
de l’espace des phases et tombent dans la classe des phe´nome`nes hors-e´quilibre (voir par
exemple [16] pour un article de revue re´cent et [17] pour une approche comple´mentaire).
Nous reviendrons sur ce sujet qui attire e´norme´ment d’attention en ce moment au cours
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Fig. 1.4 – Illustration de la courbe de compaction donnant la densite´ d’un empilement
granulaire en fonction de l’amplitude du forc¸age. La ligne en pointille´ marque la branche
irre´versible d’initiation de la compaction. Elle finit par rejoindre la double ligne rouge
qui repre´sente la branche irre´versible. Une fois sur cette branche, il suffit de faire varier
l’amplitude des secousses pour aller continuˆment et re´versiblement du “Random Loose
Packing” (RLP) au “Random Close Packing” (RCP). Le point final signale l’amplitude
critique a` partir de laquelle les configurations ne sont plus “jammed”.
du chapitre 2.
Remarquons, entre parenthe`ses, que φRCP ≈ 64% est nettement infe´rieur a` la den-
site´ du re´seau cristallin φFCC ≈ 74%. Le nombre moyen de contacts entre sphe`res
est, avec friction, Z ≈ 6. Ce nombre de coordination devient Z ≈ 10 pour des
ellipses. Ceci permet de construire, expe´rimentalement et nume´riquement, des
empilements de´sordonne´s d’ellipses dont les densite´s s’approchent de φFCC [18].
1.3 Structures e´lastiques me´caniquement contraintes
1.3.1 Confinement et morphoge´ne`se biologique
La biologie du de´veloppement est l’e´tude des processus par lesquels les organismes
vivants grandissent et e´voluent au cours du temps. Les progre`s dans la manipulation et
l’analyse de l’ADN, support chimique de l’information ge´ne´tique, au cours des 30 dernieres
anne´es ont permis de grandes avance´es en biologie mole´culaire. Parmi ses nombreuses ap-
plications pratiques, la biologie mole´culaire a contribue´ a` la de´tection d’anomalies chromo-
somiques entraˆınant des maladies ge´ne´tiques, a` l’identification des individus par le typage
de l’ADN (empreintes ge´ne´tiques) et elle commence a` faire ses preuves en immunologie
avec l’introduction de vaccins d’ADN [19, 20]. D’un point de vue plus fondamental, il est
maintenant possible d’identifier pre´cise´ment les ge`nes implique´s dans des aspects aussi
profonds du de´veloppement que l’embryoge´ne`se, l’organoge´ne`se, le de´veloppement des
tissus biologiques... Cette situation peut laisser croire que les outils issus du ge´nie ge´ne´-
tique sont suffisants pour comprendre tous les aspects de la biologie du de´veloppement.
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Fig. 1.5 – a) Coupe horizontale a` travers le bourgeon de Datura. Le fil de fer enroule´
autour de la feuille permet de maintenir, artificiellement, la pression exerce´e naturelle-
ment par le bourgeon. Les parties surligne´es en rouge illustrent la forme replie´e en pointes
adopte´e par la feuille au cours de sa croissance. b) Une tranche transversale de la feuille
(au niveau du fil de fer) re´ve`le une certaine pe´riodicite´ de la forme entre les pointes. La
bande est en fait reboucle´e sur elle-meˆme mais nous l’avons coupe´e ici pour pouvoir la
mettre a` plat. c) La fleur, pleinement e´panouie, est capable de se de´ployer le soir avant
de se refermer pendant la journe´e.
Pourtant, les organismes vivants grandissent sous l’effet de contraintes purement me´ca-
niques ou ge´ome´triques et leur de´veloppement doit respecter les lois fondamentales de la
physique et de la chimie. Dans quelles mesures ces contraintes sous-jacentes peuvent-elles
limiter les formes biologiques observe´es dans la nature ? Bien que cette question (ances-
trale) fuˆt initie´e dans les travaux pionniers de D’Arcy Thompson [21] au de´but du 20e`me
sie`cle, l’e´tude pre´cise de l’importance relative de la me´canique par rapport a` la ge´ne´-
tique est un domaine en pleine expansion de nos jours. Des expe´riences re´centes [22] ont
montre´ de manie`re de´finitive que l’application de contraintes me´caniques sur un embryon
de drosophile (syste`me mode`le en biologie mole´culaire) induit l’expression de ge`nes qui
seraient reste´s inhibe´s sans intervention exte´rieure. Beaucoup de travaux, dans le but de
quantifier l’influence des contraintes me´caniques dans la re´gulation ge´ne´tique, ont aussi
e´te´ lance´ ces dernie`res anne´es dans le cadre du de´veloppement des espe`ces ve´ge´tales (voir
par exemple l’article de revue [23]).
Penchons nous sur le cas d’une contrainte ge´ome´trique particulie`re (e´quivalente aux
empilements de sphe`res dures pre´sente´s dans les parties pre´ce´dentes) : le confinement dans
un volume de taille finie. Il est e´vident que la plupart des organismes vivants grandissent
dans des environements confine´s, qui les prote`gent du monde exte´rieur, pendant les pre-
miers stades de leur de´veloppement (a` commencer par les eˆtres humains par exemple...).
La fleur de Datura (famille des solanac¸e´es, voir figure 1.5), grandit a` l’inte´rieur d’un tube,
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Fig. 1.6 – Mode`le papier d’un stent auto-de´ployable (Z. You, Oxford University). Le
pliage est totalement compatible dans les phases plie´es et de´plie´es ce qui assure une bonne
e´tanche´ite´.
de forme le´ge`rement polygonale, qui joue le roˆle de bourgeon. Une coupe transversale du
tube permet de voir la forme circonvolue´e adopte´e par la fleur avant de pouvoir se de´-
ployer. Au premier coup d’œil (figure 1.5 a), ce motif plisse´ semble plutoˆt de´sordonne´
et seule une structure en pointes se fait remarquer. Cependant, une tranche transversale
entre deux hauteurs le long du tube re´ve`le une remarquable pe´riodicite´ de la forme des
plis entre les pointes (figure 1.5 b). Il est logique de supposer qu’une telle re´gularite´ est
en fait simplement une re´ponse me´canique de la fleur qui se de´forme pour s’accomoder a`
un container devenu trop petit pour elle. (Nous reviendrons sur le “logique” brie`vement
lors du chapitre 3.) La forme finale de la feuille re´sulte donc d’un processus d’auto-
organisation et ne ne´cessite que d’une assistance minimale de la part de la ge´ne´tique.
Cette situation se retrouve dans de nombreux autres syste`mes biologiques. Les ailes des
insectes grandissent a` l’inte´rieur de cocons. Dans ce cas, la position des plis sur les ailes
doit eˆtre une conse´quence de la croissance en ge´ome´trie confine´e des ailes [24]. Les feuilles
de certaines espe`ces d’arbres (comme le charme ou le chaˆtaignier) pre´sentent un re´seau
de plis de forme strie´e, avec des montagnes et des valle´es [25]. Ce motif, de Herringbone,
n’a rien de spe´cifique au monde ve´ge´tal puisqu’il apparaˆıt aussi dans des expe´riences de
surfaces e´lastiques en compression bi-axiale [26]. On peut d’ailleurs montrer que cet ar-
rangement de plis est un minimisateur de l’e´nergie d’une feuille e´lastique comprime´e [27].
Dans le cas des feuilles d’arbre, c’est juste la pre´sence restrictrice du bourgeon qui fournit
la compression engendrant un arrangement de plis auto-organise´.
Biomime´tique Les exemples pre´sente´s ci-dessus renforce la notion que certaines formes
observe´es dans la nature se comprennent simplement comme des surfaces e´lastiques gran-
dissant dans un volume limite´. En retour, les plis induits par le confinement posse`dent
des proprie´te´s remarquables. En effet, ces structures (feuilles d’arbres ou ailes...) sont ca-
pables de se plier pour occuper un espace minimal mais aussi de s’auto-de´plier facilement
sans se de´chirer. Ces proprie´te´s font de ces objets une source d’inspiration pour concevoir
des membranes de´ployables efficaces [28] comme les voiles solaires, les airbags, les tentes...
Mentionnons finalement une dernie`re application dans le domaine me´dical. Les stents sont
des structures tubulaires artificielles destine´es a` soutenir un tissu biologique souffrant
d’une anomalie. En agissant comme un tuteur, un stent permet de maintenir ouverte une
arte`re pour y re´-e´tablir un flux sanguin normal. Les stents auto-de´ployables (figure 1.6)
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sont pratiques car leur petite taille dans la phase plie´e permet une implantation moins
douloureuse. Leur flexibilite´, une fois de´ploye´, leur donne une meilleure robustesse et offre
des possibilite´s de repositionnement en les refermant le temps du transport vers une autre
zone. De manie`re similaire aux ailes d’insectes, les proce´dures de pliage-de´ployage se font
sans initier de de´chirure ce qui donne a` ce type de stents une meilleure e´tanche´ite´ [29].
1.3.2 Confinement et varie´te´s e´lastiques
E´lasticite´ line´aire Contrairement aux empilements de sphe`res dures, la dimensionalite´
de l’objet et la dimension de l’espace dans lequel il est confine´ ne sont pas ne´cessairement
e´gales dans le cas des stuctures e´lastiques. Par exemple, nous venons de voir dans la
partie pre´ce´dente la situation d’une feuille (dimension = 2) confine´e dans un bourgeon
(dimension = 3). En pratique, les cas les plus inte´ressants sont les surfaces confine´es
dans l’espace a` 3D (exemple canonique d’une simple boulette de papier froisse´) et les
tiges confine´es dans des boˆıtes a` 2 ou 3 dimensions spatiales. Cependant, nous avons
aussi vu dans la section 1.1.2 que les questions d’empilement (donc de confinement) ne
se limitent pas ne´cessairement aux espaces de bi ou tri-dimensionel mais qu’elles restent
inte´ressantes en dimensions supe´rieures. Conside´rons donc le cas ge´ne´ral d’une varie´te´
e´lastique de dimension m confine´e dans un espace de dimension arbitraire d > m. On
note les coordonne´es intrinse`ques de la varie´te´ x = {x1, ..., xm} et r = {r1, ..., rd} pour les
coordonne´es dans Rd. Avant de pre´ciser comment introduire la contrainte de confinement,
il faut s’inte´resser au proble`me de comment repre´senter ge´ome´triquement la varie´te´ dans
l’espace ambient, c’est a` dire son plongement dans Rd. La me´trique intrinse`que de la
varie´te´ est de´finie par :
ds2 =
m
∑
i=1
dx2i
tandis que la me´trique induite par le plongement est donne´e par :
ds2 = dr · dr = ds2 +
m
∑
i=1
dxi
(
∂r
∂xi
· ∂r
∂x j
− δi j
)
dx j (1.1)
La varie´te´ est maintenant parame´trise´ par d fonctions re´eles ra=1,...,d(xα=1,...,m) dans l’es-
pace ambient. Cette configuration peut eˆtre comple`tement de´crite graˆce aux deux formes
fondamentales de la ge´ome´trie diffe´rentielle : la me´trique ds et le tenseur de coubure βi j :
βi j = n ·
(
∂2
∂xi∂x j
r
)
, (1.2)
ou` le vecteur n repre´sente simplement la direction normale. Notons que nous avons de´ja`
re´-e´crit la me´trique induite en fonction de la me´trique intrinse`que dans l’e´quation (1.1)
de manie`re a` faire apparaˆıtre le tenseur de de´formation [30] :
γi j =
1
2
(
∂r
∂xi
· ∂r
∂x j
− δi j
)
. (1.3)
Nous avons conside´re´, jusqu’ici, un plongement ge´ne´rique d’une varie´te´ de dimension m
dans Rd. Supposons maintenant que les repre´sentations acceptables posse`dent une taille
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line´aire typique L dans m directions et une e´paisseur h ≪ L dans les d−m directions
restantes. Ce sont les proprie´te´s e´lastiques de la varie´te´ qui se´lectionnent un plongement
particulier. Nous nous basons sur l’e´lasticite´ line´aire (|γi j| ≪ 1, |βi j| ≪ 1/h et seulement
deux coefficients de Lame´ λ et µ de´termine´s par le module de Young et par le coefficient
de Poisson de la varie´te´) pour associer une e´nergie aux configurations. Comme la forme
entie`re des configurations ne de´pend (a` une rotation solide pre`s) que des deux formes fon-
damentales, on peut e´crire l’e´nergie e´lastique comme une fonction re´gulie`re du tenseur de
de´formation et du tenseur de courbure. L’hypothe`se de petite e´paisseur permet de de´ve-
lopper en puissances de h/L et, a` l’ordre le plus bas les deux contributions se de´couplent.
On peut donc exprimer l’e´nergie totale comme un combinaison des de´terminants et traces
(les deux invariants) de ces tenseurs [31] :
E =
Z
dx1...dxm
[
λ1
(
detβ +
λ
2µ
Tr2β
)
+ λ2
(
detγ +
λ
2µ
Tr2γ
)]
. (1.4)
Les parame`tres λ1 et λ2 sont des combinaisons complexes des coefficients de Lame´ λ
et µ [32]. Notons que bien que la the´orie soit me´caniquement line´aire (de´pendance qua-
dratique de l’e´nergie par rapport a` γ, donc les contraintes sont bien proportionnelles aux
de´formations), elle reste ge´ome´triquement non-line´aire, cf e´quation (1.3). La configuration
d’e´quilibre est se´lectionne´e en minimisant cette e´nergie par une proce´dure de type Euler-
Lagrange. En e´lasticite´ line´aire, les e´quations d’e´quilibre sont typiquement des e´quations
aux de´rive´es partielles elliptiques (nature variationnelle de la the´orie [33]), non-line´aires et
d’ordres e´leve´s ce qui les rend particulie`rement de´licates. Nous verrons une application de
cette technique lors du chapitre 2. Le parame`tre λ1 controˆle l’intensite´ des de´formations
de flexion (courbure) tandis que λ2 correspond aux de´formations d’e´tirement (traction).
Une simple analyse dimensionelle permet de touver leur de´pendance en fonction de l’e´pais-
seur : λ1 ∝ hd−m+2 et λ2 ∝ hd−m. (Les exposants viennent des inte´grations dans les d−m
dimensions de petite e´paisseur) Cela montre que dans la limite h→ 0+, les de´formations
de flexion sont largement plus favorables que les de´formations d’e´tirement : λ1 ≪ λ2. De
manie`re ge´ne´rale le plongement se´lectionne´ par la fonctionnelle (1.4) cherchera une confi-
guration ne contenant que des de´formations de flexion et le moins possible de traction.
On peut alors, na¨ıvement, prendre λ2 = 0 pour e´liminer les de´formations de traction. Il
ne reste, a priori, plus que des de´formations de flexion. Les deux termes restants ont une
interpre´tation physique simple : la trace du tenseur de courbure, Trβ, correspond a` la
courbure moyenne de la configuration et son de´terminant, Detβ, a` la courbure de Gauss.
Le “Theorema Egregium” de Gauss : Detβ = ∂i∂ jγi j, montre que la courbure de Gauss
agit comme une source de contrainte. (Si l’on conside`re les de´formations γ comme un
potentiel e´lectrostatique, la coubure de Gauss serait l’analogue d’une charge e´lectrique
par exemple) On voit alors que le seul moyen d’e´liminer totalement les contraintes d’e´ti-
rement est de trouver des plongements tels que γi j ≡ 0. Dans ce cas les longueurs sont
conserve´es et l’on parle de plongements isome´triques.
Confinement vs. plongements isome´triques Sous quelles conditions des plongements
isome´triques existent-ils ? Commenc¸ons par une situation mode`le plus simple. Nous ve-
nons de voir qu’il est ne´cessaire d’annuler la courbure de Gauss pour se ramener a` des
de´formations isome´triques. En deux dimensions, le re´pertoire est assez limite´ puisque
seuls les plans, les cylindres, les coˆnes (a` part au niveau de l’apex) et certaines surfaces
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particulie`res sont des surfaces de´veloppables, c’est a` dire telles que γi j ≡ 0. Si l’on part
d’une feuille initialement plate sur laquelle on applique des conditions aux bords (char-
gement ou conditions ge´ome´triques), il est donc certainement impossible de trouver une
transformation isome´trique compatible avec les conditions aux bords. On peut penser
par exemple a` l’impossiblite´ de recouvrir une feuille de papier sur un globe terrestre sans
l’e´tirer en certains points. La surface sphe´rique du globe a une courbure de Gauss positive
et va donc ge´ne´rer des termes non nuls dans le tenseur des de´formations γ.
Revenons au cadre plus ge´ne´ral du plongement d’une varie´te´ e´lastique de dimension m
dans Rd. Nous cherchons quelles sont les limitations sur les dimensions m et d telles qu’un
plongement isome´trique existe ou pas. Cette de´marche ne fait plus appel aux conditions
aux bords mais devient un proble`me de topologie. Le the´ore`me de Nash [34] implique que
l’on peut toujours trouver une dimension d suffisament grande telle qu’un plongement
isome´trique existe. Il faut maintenant rajouter la contrainte de confinement pour de´ter-
miner quelle est cette dimension critique. Imaginons que la configuration obtenue par le
plongement appartienne a` une boule de rayon ℓ dans Rd, c’est a` dire qu’elle est confine´e
a` l’inte´rieur d’un volume de taille finie. Witten et collaborateurs ont montre´ le re´sultat
suivant [35, 36, 37] :
– Si d ≥ 2m, il existe toujours un plongement isome´trique quelle que soit l’intensite´
du confinement i.e. la taille finie du volume accessible donne´e par ℓ. Les de´for-
mations d’e´tirement peuvent eˆtre rendues arbitrairement petites par rapport aux
de´formations de flexion.
– Au contraire si d < 2m, il existe un rayon ℓ en dessous duquel il ne peut plus
y avoir de plongements isome´triques. En d’autres termes, si la dimension de l’es-
pace ambient est strictement infe´rieure a` deux fois la dimension de la varie´te´, la
contrainte de confinement fait que les configurations obtenues contiendront ine´vita-
blement des zones d’e´tirement. De plus, ces zones ou` γi j 6= 0 ne sont pas distribue´es
uniforme´ment mais ont tendance a` se focaliser dans des re´gions toutes petites des
configurations. Alors que la majorite´ de la configuration est libre de se de´former en
flexion pure, ces re´gions (singularite´s) concentrent toutes les contraintes.
Intuitivement, ce the´ore`me montre que pour pouvoir confiner une varie´te´ e´lastique sans
produire d’e´tirement, il faut que chaque direction (associe´e a` une dimension de la varie´te´)
puisse se courber dans des directions inde´pendantes les unes des autres. Cette condi-
tion est compatible avec la borne infe´rieure d ≥ 2m sur la dimension de l’espace ambient
ne´cessaire. Bien que nous nous concentrons sur le cas de la the´orie de l’e´lasticite´, le
raisonnement montrant l’e´mergence de singularite´s est tre`s ge´ne´ral puisqu’il repose prin-
cipalement sur des principes de ge´ome´trie. Cette limitation sur l’existence de plongements
isome´triques en fonction des dimensions mises en jeu permet de mettre en e´vidence une
diffe´rence importante entre les deux situations les plus pratiques : les surfaces (d = 2) et
les tiges (d = 1).
1.3.3 Surfaces e´lastiques
Conside`rons une feuille de papier de largeur et longueur de taille typique L et d’e´pais-
seur infinite´simale h≪ L. La minimisation de l’e´nergie e´lastique (cf e´quation (1.4)) permet
de de´duire les e´quations d’e´quilibre des plaques e´lastiques. Ces e´quations (dites de Fo¨ppl-
von Ka´rma´n), consistent en un jeu de deux e´quations aux de´rive´es partielles couple´es
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a)
c)
Fig. 1.7 – a) Vue de dessus de la surface d’une feuille, pre´alablement comprime´e a` la
main, puis de´plie´e [48]. Les fle`ches permettent d’isoler les deux singularite´s ge´ne´riques :
b) Les plis courbes “ridges” (image the´orique d’un pli [49]) et c) re´alisation expe´rimentale
d’un coˆne de´veloppable [50].
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du 4e`me ordre et non-line´aires. Il est impossible de les re´soudre exactement a` part dans
quelques cas mode`les [38]. L’imple´mentation du confinement est e´vidente : il suffit de
comprimer la feuille sous forme d’une boulette de papier froisse´ (figure 1.7 a). On peut
utiliser les outils de la partie pre´ce´dente en observant que, dans cette ge´ome´trie, l’espace
ambient a` d = 3 et la feuille de papier a` d = 2. Nous sommes donc dans la situation ou` la
feuille, forc¸e´e dans un volume plus petit que sa taille au repos, va focaliser les de´forma-
tions dans de toutes petites re´gions singulie`res. L’e´tude de ces singularite´s a fait l’objet
de nombreux travaux depuis la fin des anne´es 1990 et l’on peut consulter l’article de re-
vue [39] pour une vision d’ensemble. Il est bien e´tablit que la feuille de´veloppe un re´seau
de plis courbe´s [40, 41, 42] qui se connectent par l’interme´diaire de vertex appele´s les coˆnes
de´veloppables [43, 44, 45, 46, 47] (voir figure 1.7). Quasiment toute l’e´nergie injecte´e lors
du froissage se condense dans ces deux e´le´ments singuliers. Les e´nergies respectives des
plis et des coˆnes de´veloppables sont donne´es par :
Epli ∼ h5/3L1/3,
Ed-cone ∼ h2 log L
ℓ
,
ou` ℓ est le rayon typique du cœur du coˆne de´veloppable en forme de croissant ou` les
effets plastiques sont importants (figure 1.7 c). Ces lois d’e´chelle pre´disent que dans la
limite h→ 0, la contribution majeure a` l’e´nergie de la feuille vient des plis. Cependant cet
argument est trompeur car, d’une part, les pre´facteurs peuvent varier de plusieurs ordres
de grandeur suivant les conditions aux bords applique´es et donner aux d-cones une plus
grande importance, comparable a` celle des plis [51]. D’autre part, la pre´sence de coˆnes
de´veloppables est pre´curseur de l’apparition des plis qui ensuite s’e´tablissent sous forme
d’un re´seau articule´ par les vertex.
Analyse statistique Bien que ces singularite´s soient maintenant bien identifie´es, la ques-
tion de leurs interactions et de leur dynamique reste encore beaucoup moins bien comprise.
Les travaux re´cents sur ce sujet se concentrent d’avantage sur les aspects statistiques du
froissage plutoˆt que sur des e´tudes purement ge´ome´trique et me´canique. Du point de vue
nume´rique, la difficulte´ vient de la se´paration entre les e´chelles de longueur allant de la
taille de la feuille entie`re a` celles des singularite´s. Dans le cas du papier froisse´ [52], des
parties de la feuille initialement e´loigne´es se retrouvent en contact, et il faut aussi tenir
compte de l’auto-e´vitement. Cette contrainte est toujours complique´e a` mettre en place
(interaction non-locale) et ge´ne`re des zones d’auto-contact ou` les frottements peuvent eˆtre
importants. La majorite´ des travaux sont expe´rimentaux et restent, eux aussi, limite´s a`
des interactions entre un petit nombre de singularite´s [53, 54]. En effet, le seul moyen de
faire apparaˆıtre plus de plis ou de coˆnes est en comprimant davantage la feuille. On peut
alors facilement mesurer la force de compression pour atteindre une certaine taille de bou-
lette [55]. Mais, il devient impossible de voir, de manie`re dynamique, les re´-organisations
qui ont lieu a` l’inte´rieur meˆme de la boulette de papier froisse´.
Il convient de noter, toutefois, deux nouvelles expe´riences ou` de telles mesures
commencent a` eˆtre envisageables. En utilisant des techniques de visualisation me´-
dicale, le groupe de N. Menon (UMass, Amherst) est capable de reconstruire de
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a) b)
Fig. 1.8 – a) Tige de me´tal injecte´e dans une cellule quasi bi-dimensionnelle [60]. On
ve´rifie que malgre´ le taux de confinement assez e´leve´, la tige ne pre´sente aucune singu-
larite´ (de type “kink” ou coin). b) Transition vers une forme en spirale pour des chaˆınes
granulaires soumises a` une vibration verticale [65].
manie`re non-destructive la forme entie`re d’une boule de papier froisse´ [56]. Aussi
dans de le groupe d’E. Sharon (Racah Institute, Je´rusalem), la cre´ation successive
des plis d’un hydrogel grandissant a` l’inte´rieur d’une sphe`re peut eˆtre suivie en
temps re´el [57]. Ces expe´riences permettront, a` terme, une e´tude simultane´e des
forces me´caniques et de la formation du re´seau de plis a` l’inte´rieur de la boulette.
En ge´ne´ral, il faut de´plier la feuille et analyser, apre`s coup, les configurations de ma-
nie`re statique. En plus de toutes les proprie´te´s statistiques du re´seau de plis (nombre de
voisins, connectivite´), une quantite´ importante a pu eˆtre mesure´e dans des expe´riences
de ce type [48, 58, 59] : la distribution de longueur des plis. La probabilite´ de densite´
d’observer un pli d’une certaine longueur suit une distribution lognormale (au moins pour
les petits confinements). Ce re´sultat est compatible avec un sce´nario de cassure ale´atoire,
mais hie´rarchique des plis. Nous reviendrons sur une analyse statistique en termes de
distibution de probabilite´s au cours du chapitre 4 (dans un contexte diffe´rent) ou` nous
expliquerons plus en de´tail les origines physiques donnant lieu a` de telles distributions.
Ce re´sultat est encourageant car il montre que certains des phe´nome`nes qui apparaˆıssent
lors du confinement ont une interpre´tation probabiliste bien de´finie. Dans la meˆme veine,
l’exposant de rugosite´ d’une feuille de´plie´e (figure 1.7) est approximativement 0.7 [48]. Un
exposant supe´rieur a` 0.5 indique la pre´sence de corre´lations entre les plis. Ce re´sultat se
preˆte, a` nouveau, a` une analyse statistique des fonctions de corre´lations de l’orientation
des plis.
1.3.4 Tiges e´lastiques
Conside´rons maintenant une tige e´lastique de longueur L et d’e´paisseur h ne´gligeable
devant L. En utilisant la classification de´taille´e a` la fin de la partie 1.3.2, nous voyons
imme´diatement que comme m = 1, une tige e´lastique peut toujours eˆtre de´forme´e isome´-
19
triquement a` partir de d = 2. C’est un cas trivial : il est ge´ome´triquement impossible pour
la tige de de´velopper des singularite´s de type “coin” (kink) quelle que soit la dimension
de la boˆıte dans laquelle elle est confine´e (disque, sphe`re, ...).
Paradoxalement, il n’existe que tre`s peu de re´sultats portant les tiges confine´es dans
la litte´rature. Puisque nous reviendrons, en longueur, sur les tiges e´lastiques au cours des
chapitres suivants, nous nous contentons ici de mentionner deux types d’expe´riences :
– Statique. Une tige de cuivre est injecte´e a` l’inte´rieur d’une cellule quasiment bi-
dimensionnelle (voir figure 1.8 a). La hauteur de la cellule est ajuste´e a` l’e´pais-
seur de la tige pour interdire les de´placements hors du plan, et donc les auto-
intersetions [60, 61, 62, 63]. Ces expe´riences permettent de mesurer un grand nombre
de lois d’e´chelles (comme le nombre de boucles, aire des boucles) et la dimension
fractale de la re´partition de la masse a` l’inte´rieur de la cellule. Par exemple, la
probabilite´ d’observer une boucle d’aire A suit approximativement la loi d’e´chelle :
ρ(A) ∝ A−1.45 (figure 1.8 a). La distribution des aires est donc tre`s large. Re´-
cemment, ces expe´riences ont e´te´ reproduites et confirme´es par des simulations
nume´riques intensives [64].
– Vibration. Cette fois, les expe´riences ne se font plus avec des tiges continues mais
plutoˆt des chaˆınes granulaires : de petites boules sont relie´es entre elles par des
tiges me´talliques. Les chaˆınes sont pose´es sur une plaque horizontale qui est mise
en vibration. Pour des amplitudes de vibration assez faibles, la chaˆıne de´veloppe
rarement des auto-intersections et peut se rame`ner a` un proble`me en deux dimen-
sions. Dans ce cas, une transition vers une forme spirale´e a e´te´ observe´e dans [65]
(figure 1.8 b). Quand la chaˆıne est suffisamment longue pour entrer en interaction
avec les murs (effet de confinement), Kudrolli et al reportent une augmentation
significative des temps de relaxation (non-publie´ [66]). Ceci ne va pas sans rappeler
les syste`mes vitreux introduits brie`vement dans la section 1.2. Nous reviendrons sur
cet aspect dans le chapitre 2.
1.4 Plan de la the`se
Les diffe´rents syste`mes pre´sente´s dans ce tour d’horizon partagent tous une contrainte
globale commune. Que ce soit pour les empilements de sphe`res dures ou les strutures
e´lastiques plisse´es/froisse´es, ils ne peuvent occuper qu’une extension spatiale finie : ils
sont confine´s. Ce sont aussi des syste`mes auto-e´vitants puisqu’il ne peut pas y avoir
d’inter-pe´ne´tration. Cependant, il est facile de morceler tous ces the`mes en plusieurs
disciplines diffe´rentes en raison de la multitude de de´tails spe´cifiques a` chaque situation.
Nous pre´fe´rons, au contraire, identifier quelques mots cle´s (associe´s a` des ingre´dients
physiques fondamentaux) qui regroupent tous ces syste`mes :
1. Ordre et De´sordre. Les empilements de sphe`res dures peuvent eˆtre ordonne´s en
re´seaux cristallins (cf section 1.1.1) mais peuvent aussi exister sous formes de´sor-
donne´es dans des arrangements amorphes (cf section 1.2). De la meˆme manie`re,
nous avons vu que les plis d’une feuille de papier froisse´ (figure 1.7) ou d’une tige
confine´e en 2D (figure 1.8 a) sont de´sordonne´s. Mais, nous avons aussi vu ces meˆmes
syste`mes dans des phases ordonne´es comme le pliage des stents (figure 1.6) et les
formes auto-organise´es en spirales d’une tige (figure 1.8 b).
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2. Multi-e´chelles. Dans l’expe´rience d’injection d’une tige en 2D, la taille des boucles
est bien de´crite par une loi d’e´chelle d’exposant non-entier (section 1.3.4). La taille
des plis dans une feuille de papier froisse´ suit, elle aussi, une distribution assez e´tale´e.
De plus, la topographie de sa surface est caracte´rise´e par un exposant d’auto-affinite´
(fin de la section 1.3.3). Dans le cadre des sphe`res dures, les empilements Appolo-
niens (figure 1.3) conduisent aussi a` une structure fractale. Ces deux exemples sont
l’illustration d’une complexite´ e´mergente puisque les objets de de´part, surfaces/tiges
e´lastiques et sphe`res/disques ne pre´sentent, en eux-meˆmes, aucune caracte´ristique
particulie`re (comparer les figures 1.3 et 1.8 a par exemple).
3. Hors-e´quilibre. Regardons l’expe´rience d’injection de tige (section 1.3.4). Le frot-
tement solide entre les zones d’auto-contacts est un phe´nome´ne dissipatif. A` part
un ajout de longueur de tige, il n’y a pas d’injection d’e´nergie dans ce syste`me. Il
e´volue donc de manie`re irre´versible vers une forme finale qui finit par se bloquer
(figure 1.8 a). Nous rencontrons la meˆme situation dans le cas des empilements de
sphe`res (ou de grains) pre´sente´ dans la section 1.2. La pile se stabilise a` une certaine
valeur du taux d’occupation φ, mais reste ensuite bloque´e dans cette configuration
en l’absence de forc¸age exte´rieur. Nous avions de´ja` mentionne´ dans cette section
que cette transition de “jamming” a des ressemblances avec la transition vitreuse.
Les vibrations verticales dans l’expe´rience de chaˆınette confine´e fournissent un for-
c¸age exte´rieur minimal. Kudrolli et al observent alors une explosion des temps de
relaxation (section 1.3.4). Comme dans les empilements amorphes, cette obervation
sugge`re un effet “vitreux” dans le comportement de la chaˆınette sous confinement.
On peut donc penser que ces deux syste`mes (empilement de sphe`res, pliage/froissage
e´lastique) appartiennent a` une classe plus grande de syste`mes hors-e´quilibre mais
aussi athermaux.
Ces observations nous permettent maintenant d’organiser un plan. Puisque le confi-
nement de tiges e´lastiques ne contient pas de singularite´s (tout au moins ge´ome´triques
comme des coins, “kink”), ce sujet est longtemps reste´ dans l’ombre de l’e´tude des sur-
faces (papier froisse´, 2D) qui regorgent de singularite´s. D’autre part, nous venons de voir,
ci-dessus, que plusieurs ingre´dients physiques fondamentaux (auto-e´vitement, transition
ordre-de´sordre, multi-e´chelles et hors-e´quilibre) communs a` un grand nombre de syste`mes
diffe´rents se retrouvent dans la question du confinement d’une tige e´lastique. Nous nous
proposons donc d’e´tudier le comportement d’un syste`me mode`le ide´al : une tige e´lastique
confine´e dans un espace a` 2 dimensions. Ce syste`me se place naturellement dans le cadre
de la physique statistique hors-e´quilibre. De plus, la simplicite´ de la ge´ome´trie permet
d’e´tudier simultane´ment les aspects ge´ome´triques d’apparition des plis ainsi que les forces
me´caniques.
Nous commencerons, dans la premie`re moitie´ du chapitre 2, par une revue des fon-
dements de la physique statistique. Cette partie sera suivie par une discussion de de´-
veloppements re´cents dans les syste`mes athermaux. La deuxie`me moitie´ du chapitre 2,
consacre´e a` la the´orie des tiges e´lastiques, nous servira a` e´tudier les premie`res e´tapes
du confinement lors du chapitre 3. Les re´sultats de ce chapitre permettront d’ailleurs
de revenir brie`vement au cas de la morphoge´ne`se ve´ge´tale (section 1.3.1). Le chapitre 4
sera consacre´ a` une expe´rience nume´rique re´ve´lant l’e´mergence d’un paysage e´nerge´tique
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complexe mais structure´ pour des taux de confinements plus grands. Ce re´sultat justifie
le de´veloppemnent d’une the´orie de physique statistique dans le chapitre 5. Au regard
des re´sultats des chapitres pre´ce´cents, nous proposerons la configuration optimale d’une
tige e´lastique confine´e avant de conclure dans le chapitre 6.
La cre´ation, comme la vie, est par de´finition un processus hors-e´quilibre qui
ne´cessite un certain degre´ de confinement. Pierre Joliot-Curie
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Physique Statistique - Tiges e´lastiques
Motivations et enjeux Le tour d’horizon pre´sente´ dans le chapitre pre´ce´-
dent indique que l’e´tude du confinement d’une tige e´lastique va ne´cessiter l’uti-
lisation d’outils issus de la physique statistique. Dans ce cas, il est inte´ressant
d’enchaˆıner par une revue des fondements de la physique statistique, c’est a` dire
l’e´quation de Liouville et la notion d’ensembles statistiques. Cette discussion, pour-
suivie par une pre´sentation de quelques de´veloppements re´cents dans la physique
des syste`mes athermiques, permet d’isoler les hypothe`ses de base qui nous serons
utiles dans le cadre du proble`me du confinement d’une tige e´lastique. La deuxie`me
partie de ce chapitre est consacre´e a` une e´tude ge´ne´rale des proprie´te´s ge´ome´-
triques et me´caniques des tiges e´lastiques. Nous de´duisons les e´quations d’e´quilibre
d’une tige e´lastique, dites e´quations de Kirchhoff, et nous les spe´cialisons au cas
d’une tige planaire ou` elles se rame`nent a` l’e´quation de l’elastica d’Euler. Le but
de ce chapitre est de mettre a` notre disposition la plupart des concepts impor-
tants pour pouvoir aborder la question des proprie´te´s ge´ome´triques, me´caniques
et statistiques des tiges e´lastiques confine´es dans un espace a` 2D.
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2.1 Physique statistique - Fondements
2.1.1 E´quation de Liouville
Conside´rons N particules parame´tre´es par leurs positions q = {q1, ...,qN} et leurs
impulsions p = {p1, ...,pN} dans un volume fini V. A` chaque instant, une configura-
tion (c’est a` dire la spe´cification comple`te des positions et des impulsions de toutes les
particules) peut eˆtre repre´sente´e par un point x = {q1, ...,qN,p1, ...,pN} dans l’espace
des phases. Puisqu’il est de´termine´ par toutes les variables microscopiques, nous pouvons
aussi appeller une telle configuration un micro-e´tat. Supposons que les particules e´voluent
selon un syste`me dynamique ge´ne´rique (pas force´ment Hamiltonien) :
dxi
dt
= ξi(x, t) avec i = 1, ..., N. (2.1)
Si les fonctions de flot ξi sont de´terministes, il est possible (au moins en principe), de
de´terminer exactement les positions xit apre`s un temps t, e´tant donne´es les N conditions
initiales a` t = 0 :
xit = x
i
t(t;x
1
0, ...,x
N
0 ).
Notons δV(xτ ) un volume infinite´simal d’espace des phases autour du point xτ . La dyna-
mique e´tant de´terministe, pour tout volume e´le´mentaire initial δV(x0) il existe un unique
volume δV(xt) contenant tous les faisceaux de trajectoires de particules issus du volume
initial. Le changement de volume e´le´mentaire se calcule facilement en introduisant le
Jacobien J(xt,x0) de la transformation pour aller de τ = 0 a` τ = t :
N
∏
i=1
dxit︸ ︷︷ ︸
δV(xt)
=
∂
(
x1t , ...,x
N
t
)
∂
(
x10, ...,x
N
0
)︸ ︷︷ ︸
J(xt,x0)
N
∏
i=1
dxi0︸ ︷︷ ︸
δV(x0)
.
Il est donc ne´cessaire d’e´tudier l’e´volution temporelle du Jacobien pour comprendre com-
ment se transforme un e´le´ment de volume infinite´simal de l’espace des phases. En e´crivant
J(xt;x0) comme le de´terminant d’une matrice, on peut montrer (voir [67] par exemple)
que le Jacobien satisfait l’e´quation diffe´rentielle suivante :
dJ
dt
= JΛ (xt) ou` Λ (xt) = ∇x · dx
dt
. (2.2)
La fonction Λ (xt) est le facteur de compressibilite´ de l’espace des phases. On peut inte´grer
l’e´quation (2.2) pour trouver le rapport entre deux volumes e´le´mentaires :
δV(xt)
δV(x0)
= exp
(Z t
0
Λ(xτ )dτ
)
. (2.3)
Nous n’avons fait appel, jusqu’ici, qu’a` la nature de´terministe des e´quations (2.1). Il faut
maintenant introduire des concepts probabilistes pour arriver a` l’e´quation de Liouville.
Notons f (xτ , τ ) la densite´ de probabilite´ d’observer la configuration xτ au temps τ . La
mesure de probabilite´ sur l’espace des phases est alors de´finie par :
dP (δV(xτ ), τ ) = f (xτ , τ )δV(xτ ). (2.4)
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D’autre part, nous avons vu qu’il existe, dans l’espace des phases, un faisceau connec-
tant deux volumes e´le´mentaires δV(x0) et δV(xt) qui contient un nombre constant de
trajectoires. Cela signifie que la mesure de probabilite´ associe´e aux deux volumes est
identique :
dP (δV(xt), t) = dP (δV(x0), 0) .
Cette loi de conservation de la mesure de probabilite´ permet, en de´rivant l’e´quation (2.4)
par rapport au temps, de de´duire l’e´quation de Liouville :
∂ f (xt, t)
∂t
+
dq
dt
· ∂ f (xt, t)
∂q
+
dp
dt
· ∂ f (xt, t)
∂p
= − f (xt, t)Λ (xt) . (2.5)
Dans le cas ge´ne´ral, il n’existe pas de solution explicite a` l’e´quation de Liouville. En la
re´-e´crivant sous forme Lagrangienne, on peut tout de meˆme obtenir une solution formelle :
f (xt, t) = f (x0, 0) exp
(
−
Z t
0
Λ(xτ )dτ
)
. (2.6)
On peut aussi retrouver ce re´sulat simplement en combinant les e´quations (2.3) et (2.4).
Cette formulation ne permet pas de de´terminer explicitement la densite´ de probabilite´
et peut paraˆıtre un peu acade´mique. En fait, sa ge´ne´ralite´ la rend tre`s utile. En effet, il
est possible d’utiliser cette solution formelle de l’e´quation de Liouville pour de´montrer
de nombreux the´ore`mes de fluctuation hors-e´quilibre comme le the´ore`me de Gallavotti-
Cohen ou d’Evans-Searles (voir l’article de revue [68] pour plus de de´tails). La fonction Λ
est alors parfois interpre´te´e comme un taux de production d’entropie.
Dans notre cas, l’e´quation (2.6) va nous permettre de voir pourquoi le proble`me d’une
tige e´lastique confine´e se place naturellement dans le cadre de la physique statistique
hors-e´quilibre. Nous reviendrons sur ce point dans la section 2.2.2. Avant d’en arriver la`,
revenons tout d’abord sur le cas, classique, ou` les e´quations du flot dans l’e´quation (2.1)
ont une structure Hamiltonienne. Dans ce cas, toutes les forces de´rivent d’un potentiel et
nous savons de´ja` que l’e´nergie totale du syste`me est conserve´e. Conside´rons, par souci de
simplicite´, un proble`me unidimensionel. Les e´quations du mouvement sont donne´es par :
dq
dt
=
∂H
∂p
et
dp
dt
= −∂H
∂q
. (2.7)
On peut alors ve´rifier que le facteur de compressibilite´ est identiquement nul Λ(xt) ≡ 0.
En remplac¸ant ce re´sultat dans l’e´quation (2.6), on voit imme´diatement que la densite´ de
probabilite´ est invariante au cours du temps :
∀t ∈ R f (xt, t) = f (x0, 0). (2.8)
Dans le cas d’une e´volution Hamiltonienne, Λ(xt) ≡ 0 montre que l’e´quation (2.5) se
re´duit a` une e´quation de continuite´ en me´canique des fluides. La densite´ de probabilite´
est alors l’analogue de la densite´ d’un fluide incompressible [69].
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2.1.2 Notion d’ensemble statistique
Ensemble microcanonique Tout en conservant la nature Hamiltonienne du flot de la
section pre´ce´dente, conside´rons maintenant la surface de´finie par tous les points x= {q,p}
de l’espace des phases tels que H (x) = E. Le nombre de micro-e´tats pre´sents sur cette
surface d’iso-e´nergie est :
Ω(E) =
Z
dqdp δ (E−H (q,p)) , (2.9)
a` partir duquel est de´finie l’entropie S = k logΩ, ou` k est constante de Boltzmann. Dans
l’ensemble microcanonique, tous les micro-e´tats d’un syste`me isole´ d’e´nergie E sont e´qui-
probables. La densite´ de probabilite´ de l’ensemble micro-canonique est donc :
f (x) =
δ (E−H (x))
Ω (E)
. (2.10)
Une fois un Hamiltonien H choisi, nous pouvons calculer la moyenne de n’importe quelle
observable O sur cet ensemble :
〈O〉µ = 1
Ω(E)
Z
dqdp δ (E−H (x)) O (q,p) (2.11)
Bien que l’ensemble microcanonique soit le plus fondamental en physique statistique, il ne
se preˆte pas si bien a` des calculs explicites. Dans ce cas, il est plus pratique de travailler
dans l’ensemble canonique (section 2.1.3).
Ergodicite´ Puisque f (x) ne de´pend pas du temps (the´ore`me de Liouville), tous les
micro-e´tats doivent rester e´quiprobables au cours de l’e´volution. Ceci pose un proble`me
car meˆme si tous les micro-e´tats sont e´quiprobables a` t = 0, il n’est pas suˆr qu’ils le restent
ensuite. Il est envisageable que le flot Hamiltonien interdise, dynamiquement, l’acce`s a` cer-
taines parties de l’espace des phases. Le seul moyen de reme´dier a` ce proble`me est de faire
appel a` l’hypothe`se ergodique : une trajectoire ge´ne´rique finit par passer arbitrairement
pre`s de tous les points sur une surface d’e´nergie constante. En d’autres mots, la trajectoire
est dense dans la surface d’iso-e´nergie de l’espace des phases. De manie`re image´e, cela
signifie qu’il y a une sorte de “me´lange” tre`s efficace qui fait qu’aucune partie de l’espace
des phases ne peut se trouver inaccessible. Dans ce cas les moyennes sur l’ensemble mi-
crocanonique sont repre´sentatives de l’e´volution temporelle. Au lieu de suivre l’e´volution
d’un syste`me dynamique pendant des temps tre`s longs, il suffit de faire une moyenne de
l’observable sur toutes les configurations appartenant a` la surface d’iso-e´nergie E a` t = 0 :
lim
τ→+∞
1
τ
Z τ
0
O (qt,pt)dt = 〈O〉µ. (2.12)
Apre`s un certain temps de relaxation, tous les re´gimes interme´diaires disparaissent et les
valeurs moyennes des observables ne de´pendent plus du temps ni des conditions initiales.
Nous avons atteint l’e´quilibre thermodynamique. Notons que bien que l’hypothe`se ergo-
dique soit tre`s largement accepte´e, il est quasiment impossible de prouver qu’un syste`me
est effectivement ergodique [70].
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2.1.3 L’ensemble canonique
Conside´rons maintenant que le syste`me que nous souhaitons e´tudier n’est plus isole´
mais est en contact avec un thermostat a` la tempe´rature T, avec lequel il peut e´changer de
l’e´nergie thermique. Supposons que la taille du thermostat soit beaucoup plus grande que
la taille du syste`me. A` l’e´quilibre, les observables physiques ne peuvent pas de´pendre des
proprie´te´s pre´cises du thermostat. En inte´grant sur les degre´s de liberte´ du thermostat
(moyennage), on peut montrer que la probabilite´ de trouver une configuration x= {q,p},
dans cet ensemble dit canonique, est donne´e par la distribution de Boltzmann :
f (x) =
exp (−βH (x))
Z
(2.13)
ou` β = 1/kT avec k la constante de Boltzmann. Chaque micro-e´tat x a un poids proba-
biliste donne´ par une simple exponentielle de son e´nergie H (x) normalise´e par l’e´nergie
d’agitation thermique kT impose´e par le thermostat. La fonction de partition Z permet
de normaliser cette densite´ de probabilite´ f (x) :
Z =
Z
dqdpexp(−βH (q,p)). (2.14)
C’est une fonction de la tempe´rature β = 1/kT mais aussi de tous les parame`tres phy-
siques exte´rieurs qui de´termiment l’e´nergie H (q,p). Ces parame`tres n’apparaissent pas
explicitement dans l’e´quation (2.14) mais sont contenus a` l’inte´rieur du Hamiltonien lui-
meˆme. On peut penser a` la pre´sence d’un champ magne´tique dans le mode`le d’Ising
comme influence exte´rieure intervenant dans le Hamiltonien. Bien que la fonction de
partition apparaisse simplement comme un facteur de normalisation (analogue a` la fonc-
tion Ω dans l’e´quation (2.9)), il se trouve que Z est une quantite´ centrale en physique
statistique a` l’e´quilibre. En effet, il est possible de retrouver toutes les variables thermo-
dynamiques caracte´risant le syste`me en prenant des de´rive´es de la fonction de partition.
Nous donnons, par exemple, l’entropie S et l’e´nergie libre F :
S = −kβ
(
∂ log Z
∂β
)
+ k log Z, (2.15)
F = − 1
β
log Z soit Z = e−βF. (2.16)
Une fois un Hamiltonien choisi, il suffit donc en principe de calculer la fonction de par-
tition associe´e en utilisant l’e´quation (2.14) pour pouvoir extraire toutes les proprie´te´s
du syste`me. Nous serons amene´s a` utiliser la formule (2.16) au cours du chapitre 5. Fi-
nissons cette revue des ingre´dients de base de la physique statistique par une remarque
concernant le passage de l’ensemble microcanonique a` l’ensemble canonique. L’e´nergie
n’est plus fixe´e a` une valeur bien de´finie E = kT mais est e´tale´e dans la distribution de
Boltzmann. Dans la limite thermodynamique (N →∞, V →∞, et N/V → constante)
les fluctuations autour de l’e´quilibre sont typiquement de l’ordre de 1/
√
N. Meˆme dans
l’ensemble canonique, l’e´nergie totale du syste`me est donc tre`s proche de E. Dans ce
cas on peut approximer la fonction de partition par Z ≈ Ω(E) exp (−βE) ou` Ω est le
nombre de micro-e´tats dans l’intervalle E± δE (comme dans la section 2.1.2). En re´-
introduisant cette expression dans l’e´quation (2.15), on retrouve la de´finition usuelle de
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Fig. 2.1 – Illustration des structures inhe´rentes dans un paysage e´nerge´tique complexe.
Les fle`ches montrent les sauts entre diffe´rents bassins d’attraction. Dans le cas des sys-
te`mes vitreux c’est l’agitation thermique, aussi faible soit-elle, qui permet de passer les
barrie`res d’e´nergie. Dans le cas de la tige confine´e et des milieux granulaires il n’y a plus
d’activation thermique et formellement T = 0. Il faut injecter de l’e´nergie (vibrations,
cisaillement....) pour permettre a` ces syste`mes athermaux d’explorer l’espace des phases.
l’entropie dans l’ensemble microcanonique : S = k logΩ. Cela montre que dans la limite
thermodynamique, les ensembles microcanoniques, canoniques et grand-canoniques (que
nous ne pre´senterons pas ici) sont e´quivalents.
2.2 Structures inhe´rentes - Syste`mes athermaux
2.2.1 Syste`mes vitreux
Quand un liquide est brusquement refroidi (trempe, “quenching”) en dessous d’une
tempe´rature critique Tg (tempe´rature de transition vitreuse), sa viscosite´ augmente bru-
talement de plusieurs ordres de grandeur. Le liquide super-refroidi s’est rigidifie´ et est
devenu un syste`me vitreux. Cette transition est tellement brutale que les mole´cules se
figent dans une configuration e´nerge´tique me´tastable, loin de l’e´tat fondamental (cf re´-
seaux cristallins pre´sente´s dans la section 1.1.1). Le verre se trouve alors dans un e´tat
amorphe, ni vraiment solide (il ne posse`de pas d’ordre a` grande porte´e), mais ni vraiment
liquide non plus (il re´siste au cisaillement). Les mole´cules constituant le verre sont de
taille microscopique et sont, en principe, soumises a` l’agitation thermique. Cependant,
pour T < Tg ce bruit thermique est tre`s faible et le temps de relaxation vers l’e´quilibre
devient tellement long qu’il est inobservable en pratique. La question meˆme de savoir
si ce temps est fini ou diverge pour T 6= 0 reste encore de´battue de nos jours (voir [71]
et [72] par exemple). Ce ralentissement de la dynamique (on parle de “vieillissement”)
fait entrer les syste`mes vitreux dans le domaine de la physique statistique hors-e´quilibre.
Dans cette situation, le concept de structures inhe´rentes se re´ve`le tre`s inte´ressant [73].
L’ide´e de structures inhe`rentes consiste a` se concentrer sur le paysage e´nerge´tique du sys-
te`me que l’on souhaite e´tudier. En the´orie, l’e´nergie thermique kT permet de passer d’un
bassin d’attraction vers un autre afin de se rapprocher de l’e´tat fondamental. Cependant,
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quand la tempe´rature est trop basse, le syste`me peut rester bloquer pendant longtemps
dans un e´tat me´tastable avant qu’une rare fluctuation ne lui permette de passer une bar-
rie`re e´nerge´tique (voir figure 2.1). On comprend alors, qualitativement, l’origine de cette
spectaculaire augmentation du temps de relaxation dans les syste`mes vitreux.
2.2.2 Tige e´lastique confine´e en 2D
Revenons maintenant a` la question centrale de la the`se portant sur le confinement
d’une tige e´lastique. Comme nous allons le voir dans la section 2.3, les e´quations d’e´qui-
libre des tiges e´lastiques sont comple`tement de´terministes. Le formalisme de la sec-
tion 2.1.1 en termes de syste`mes dynamiques pourrait donc eˆtre adapte´ dans le but de
de´crire les diffe´rentes e´tapes du pliage au fur et a` mesure que le confinement augmente.
Il apparaˆıt, cependant, deux complications majeures par rapport aux cas des syste`mes
Hamiltoniens, empeˆchant une ge´ne´ralisation trop rapide :
– Friction. Nous avions de´ja` vu a` la fin du chapitre 1 que les repliements de la tige
sur elle-meˆme engendrent des zones d’auto-contact. C’est une source de dissipation
(frottements) qui rajoute un terme non-conservatif dans les e´quations du mouve-
ment. Cela signifie que contrairement aux syste`mes Hamiltoniens, la fonction de
compressibilite´ Λ (voir e´quation (2.2)) n’est pas nulle : il existe un attracteur. La
densite´ de probabilite´ de´pend du temps et la fraction d’espace des phases accessible
finit par s’effondrer sur une seule configuration C , qui de´pend des conditions ini-
tiales : f (xt, t) = f (x0, 0) δ(C ) (voir e´quation (2.6)). Cela signifie que bien que la
tige soit a` l’e´quilibre me´canique, elle est tre`s loin d’un e´quilibre thermodynamique.
Nous verrons qu’en pratique la situation n’est en fait pas si grave. D’une part, nous
pouvons tre`s bien de´crire les premie`res e´tapes du confinement sans faire appel a`
la friction (chapitre 3). D’autre part, nous discuterons de re´sultats expe´rimentaux
(chapitre 4) qui montrent qu’il n’y a pas vraiment de convergence vers un attracteur
particulier.
– Perte d’ergodicite´. Une fois que la tige (de taille macroscopique) est dans un e´tat
d’e´quilibre me´canique, il lui est impossible de se re´-arranger d’elle-meˆme. En effet,
l’e´nergie d’agitation thermique kT est infiniment plus petite que les autres sources
d’e´nergies mises en jeu (a` commencer par l’e´nergie gravitationnelle). Cette absence
d’activation thermique peut se traduire en e´crivant formellement T = 0 et l’on parle
alors de syste`me athermal. Cette situation est analogue au cas des syste`mes vitreux :
la tige est pie´ge´e dans un e´tat me´tastable mais a` tempe´rature strictement nulle
cette fois. Sans aucune possibilite´ d’exploration de l’espace des phases, l’ergodicite´
est comple`tement perdue. Le seul moyen pour s’e´chapper d’un e´tat me´tastable est
d’injecter de l’e´nergie dans le syste`me. Cela peut se faire en plac¸ant la tige sur une
plaque vibrante (figure 1.8 b). L’e´nergie transmise a` la tige lui permet de franchir
les barrie`res e´nerge´tiques qui se´parent les e´tats me´tastables. Dans ce cas, l’approche
en termes de stuctures inhe´rentes (figure 2.1) peut eˆtre mise en œuvre ici aussi. Le
chapitre 4 est justement consacre´ a` une exploration du paysage e´nerge´tique d’une
tige e´lastique confine´e.
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Fig. 2.2 – Injection d’e´nergie me´canique dans un milieu granulaire bi-dimensionel par
l’interme´diaire de vibrations verticales (P. Reis, MIT.)
2.2.3 Milieux granulaires
Les proble`mes e´nonce´s dans la section pre´ce´dente pour les tiges e´lastiques se retrouvent
de manie`re tre`s similaire dans les milieux granulaires. Revenons sur les empilements de
grains (sphe`res dures) introduits dans la section 1.2. Nous avons vu qu’il existe des
branches re´versibles d’augmentation et de diminution de la densite´ meˆme en pre´sence
de friction entre les grains (figure 1.4). Comme pour l’expe´rience de vibration d’une tige
e´lastique (figure 1.8 b), l’injection d’e´nergie dans un milieu granulaire se fait en impo-
sant des vibrations verticales (figure 2.2) ou un cisaillement. Toutefois, le syste`me est
clairement hors-e´quilibre puisque si le forc¸age est supprime´ les grains s’arreˆtent dans une
configuration me´tastable qu’ils sont incapables de quitter. En effet, la taille macroscopique
des grains les prive de l’e´nergie d’activation thermique et nous nous retrouvons dans la
situation d’un syste`me athermal. La conservation de l’e´nergie e´tait un ingre´dient central
dans les fondements de la physique statistique (cf section 2.1.1 et 2.1.2). Dans le cas des
milieux granulaires quasi-statiques, l’e´nergie n’est non seulement pas conserve´e (friction,
collisions non-e´lastiques lors de la moindre perturbation) mais ne joue pas de roˆle pri-
mordial. A` la fin des anne´es 1980, Edwards et collaborateurs ont propose´ de remplacer
l’e´nergie par le volume occupe´ par les grains (quantite´ conserve´e), dans le but de de´ve-
lopper une the´orie statistique des milieux granulaires [74]. Ils ont e´te´ amene´s, pour cela, a`
introduire un nouvel ensemble statistique ce qui repre´sente l’une des rares ge´ne´ralisations
de la notion d’ensemble pour des syste`mes hors-e´quilibre. Cette the´orie se limite aux em-
pilements granulaires qui ont e´te´ suffisament secoue´s de telle sorte qu’une fois au repos,
ils soient a` la fois me´caniquement stables et inde´pendants de leur histoire (les empile-
ments appartenant a` la branche re´versible de la figure 1.4 satisfont a` ces contraintes). Ces
milieux granulaires sont dits bloque´s (“jammed”). L’ensemble d’Edwards est constitue´ de
toutes les configurations bloque´es ξ occupant une surface d’iso-volume V = W (ξ) dans
l’espace des phases. Cela permet de de´finir une entropie configurationnelle en comptant
le nombre d’e´tats “jammed” compatibles avec un volume V donne´ :
Ω (V) =
Z
dξ g(ξ) Θjam δ (V−W (ξ)) . (2.17)
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Cette formulation est similaire a` celle de l’ensemble microcanonique, cf e´quation (2.9),
a` part qu’elle contient une fonction Θjam destine´e a` limiter l’inte´grale aux configurations
effectivement bloque´es. De plus la densite´ d’e´tats g(ξ) n’est pas pre´-suppose´e e´quipro-
bable (sur l’ensemble des e´tats bloque´s) comme c’e´tait le cas dans l’ensemble microca-
nonique [77] et dans la proposition originale d’Edwards. A` partir de la`, un raisonement
similaire a` celui pre´sente´ dans la section 2.1.3 permet d’arriver [75, 76] a` une densite´ de
probabilite´, dans un ensemble “canonique”, analogue a` la distribution de Boltzmann :
f (ξ) =
exp (−βW (ξ))
Z
(2.18)
Le parame`tre β = 1/X est l’e´quivalent d’une“tempe´rature granulaire”, cf e´quation (2.13).
La compactivite´ X est une mesure de combien le syste`me peut eˆtre compacte´ davantage.
Une grande compactivite´ indique un empilement plutoˆt laˆche tandis qu’une petite com-
pactivite´ signale que l’empilement ne peut plus eˆtre compacte´ beaucoup plus. De`s lors,
il est possible, en principe, de calculer toutes les grandeurs thermodynamiques que l’on
souhaite (proprie´te´s rhe´ologiques par exemple) en prenant des de´rive´es de la fonction de
partition Z (cf section 2.1.3). En pratique, les complications viennent de la difficulte´ de
de´finir proprement la fonction Θjam qui se´lectionne les configurations appartenant a` l’en-
semble d’Edwards. De plus, la fonction de volume W (ξ) n’a pas d’expression analytique
simple et il est tre`s difficile de de´terminer clairement la densite´ d’e´tats g(ξ) [78].
Cette the´orie statistique des milieux granulaires a, toutefois, e´te´ confirme´ expe´rimen-
talement dans de nombreuses expe´riences mesurant les distributions de volume et leurs
fluctuations [79, 80, 81, 82]. L’interpre´tation de la compactivite´ comme analogue de la
tempe´rature a aussi e´te´ teste´e avec succe`s dans des simulations nume´riques [83]. Re´cem-
ment, Makse et collaborateurs ont montre´ que les empilements dans la phase “Random
Close Packing”(cf section 1.2) peuvent eˆtre interpre´te´s comme l’e´tat fondamental (X = 0)
de l’ensemble d’Edwards [84]. Nous utiliserons un approche de ce type, “a` la Edward-
s” [85, 87], pour de´velopper une the´orie statistique de la tige confine´e dans le chapitre 5.
??
2.3 Tiges e´lastiques - Fondements
Conside´rons une tige e´lastique de longueur totale L. Par de´finition, la taille caracte´-
ristique de la section transverse (e´paisseur) est beaucoup plus petite que L. Quand la tige
se courbe, certaines parties s’allongent tandis que d’autres se contractent. Cela signifie
qu’il existe, au milieu de l’e´paisseur, une ligne neutre sur laquelle la tension est nulle (voir
figure 2.3). Nous nous inte´ressons seulement a` la forme de la tige sous l’effet de forces
exte´rieures, et non pas a` la distribution des de´formations a` travers l’e´paisseur. Dans ce
cas, il est possible de ramener les de´placements de la tige aux de´placements de la ligne
neutre. Nous commenc¸ons donc par e´tudier les proprie´te´s ge´ome´triques de cette ligne
neutre avant de nous inte´resser a` ses proprie´te´s me´caniques.
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Fig. 2.3 – Tige e´lastique de longueur L. Dans la limite ou` L est bien plus grand que les
longueurs transverses a et b, tout le comportement de la tige peut eˆtre ramene´ a` celui
de sa ligne neutre, pointile´e en rouge. Dans le cas d’une section circulaire (ou carre´e),
a = b = h ou` h est l’e´paisseur de la tige.
2.3.1 Ge´ome´trie diffe´rentielle des courbes
Abscisse curviligne La ligne neutre peut eˆtre repre´sente´e de manie`re parame´trique graˆce
au vecteur position :
R(t) =

 x1(t)x2(t)
x3(t)

 avec t ∈ [t1, t2].
La fonction R(t) est uni-value´e ce qui interdit la pre´sence d’intersection de la courbe
avec elle-meˆme. De plus, nous supposons que ces fonctions sont au moins de classe C1
(de´rivables et de de´rive´es continues) et que les diffe´rentes composantes de R′ = dR/dt
ne s’annulent pas simultane´ment au meˆme point. Ces conditions permettent d’e´viter des
singularite´s de type “cusp” (coin, “kink”). Nous avons de´ja` vu dans la section 1.3.4 que
ces contraintes sont automatiquement satisfaites pour des courbes“physiques”puisqu’elles
ne peuvent pas contenir de singularite´s ge´ome´triques. Parmi toutes les parame´trisations
possibles, il en existe une qui permet de de´crire la courbe de manie`re particulie`rement
simple. Il s’agit de la repre´sentation en abscisse curviligne, traditionnellement note´e s.
De´finissons la fonction ℓ(t) qui mesure la distance entre les points R(a) et R(t) le long
de la courbe :
ℓ (t) =
Z t
t1
√
R′(u) ·R′(u)du.
C’est une fonction continue et strictement monotone qui permet de transfomer de manie`re
bijective (“one-to-one correspondence”) l’intervalle [t1, t2] en un nouvel intervalle [0, L] fai-
sant clairement intervenir la longueur totale de la courbe. On peut alors de´finir l’abscisse
curviligne comme s = ℓ(t) et reparame´trer le vecteur position R(t) = R(ℓ−1(s)). L’abs-
cisse curviligne est donc l’analogue, sur une courbe, de l’abscisse sur une droite oriente´e.
A` partir de maintenant, nous n’utiliserons plus que l’abscisse curviligne (aussi appele´ pa-
rame`tre naturel) et nous noterons le vecteur position simplement R(s). Pour diffe´rencier
l’abscisse curviligne des autres parame`tres, nous notons les de´rive´es par rapport a` s avec
un point : d()/ds = ˙( ). Une conse´quence remarquable de cette parame´trisation est la
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Fig. 2.4 – E´volution du repe`re de Fre´net en diffe´rentes abscisses curvilignes s = s1, s2, s3
le long de la courbe C .
proprie´te´ suivante :
∀s ∈ [0, L] R˙2 = 1. (2.19)
On peut imaginer le parcours de la courbe de s = 0 jusqu’a` s = L comme une e´volution
temporelle. La formule pre´ce´dente montre alors que, graˆce a` cette parame´trisation, la
vitesse de parcours pour aller de R(0) a` R(L) est constante. Cette proprie´te´ permet de
construire un repe`re local a` la courbe relativement simple.
Repe`re de Fre´net - Courbure/Torsion Le repe`re de Frenet [88] est un repe`re orthonor-
mal direct qui est attache´ a` la ligne neutre. Cela signifie que les vecteurs de base {t,n,b}
sont mobiles et changent continuˆment de direction le long de la courbe (figure 2.4). Le
premier vecteur correspond au vecteur tangent t(s) de´finit par :
t(s) = R˙(s).
D’apre`s l’e´quation (2.19), il est e´vident que ce vecteur est bien unitaire. Le deuxie`me
vecteur est le vecteur normal n(s) donne´ par :
n(s) =
t˙(s)
|t˙(s)|
Finalement, le vecteur binormal est construit a` partir de t(s) et de n(s) par le produit
vectoriel :
b(s) = t(s)× n(s).
L’e´volution de ces vecteurs le long de la courbe est donne´e, sous forme condense´e, par la
matrice suivante : 
 t˙n˙
b˙

 =

 0 κ 0−κ 0 τ
0 −τ 0



 tn
b


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Fig. 2.5 – Illustration des forces et des moments agissant sur un tronc¸on e´le´mentaire de
longueur ds de la tige.
qui fait intervenir deux nouvelles quantite´s ge´ome´triques : κ(s) et τ (s). Notons, entre
parenthe`ses, que l’on peut continuer l’analogie avec une e´volution temporelle, initie´e a`
la fin du paragraphe pre´ce´dent, en remplac¸ant formellement l’abscisse curviligne s par le
temps t. Nous nous retrouvons alors face a` un syste`me dynamique similaire a` ceux intro-
duits dans la section 2.1.1. Les fonctions κ(s) et τ (s) correspondent respectivement a` :
– Courbure. Plac¸ons nous dans le plan osculateur de´fini par les vecteurs t(s) et n(s)
(voir figure 2.4). La courbure κ(s) est une mesure du taux de variation de la tan-
gente t(s) dans ce plan. Son expression est donc donne´e par :
κ(s) = |t˙(s)| =
√
R¨(s) · R¨(s). (2.20)
On associe a` κ(s) son inverse : le rayon de courbure ρ(s) = 1/κ(s). Si ρ(s)→∞,
cela signifie que le vecteur tangent change peu de direction et la courbe reste tre`s
proche d’une droite (κ ≈ 0).
– Torsion La torsion correspond a` l’angle entre deux plans osculateurs pris en deux
positions s et s + ds infiniment proches le long de la courbe. C’est donc une mesure
locale de combien la courbe se “tord”pour sortir du plan. Son expression est donne´e
par :
τ (s) = −n(s) · b˙(s). (2.21)
Le signe de la torsion correspond a` l’he´licite´ (droite τ (s) > 0, gauche τ (s) < 0) de
la courbe.
2.3.2 Me´canique - E´quations de Kirchhoff
Nous nous inte´ressons maintenant a` l’aspect me´canique des tiges e´lastiques. Les e´qua-
tions d’e´quilibre peuvent eˆtre de´duites de plusieurs manie`res : e´quilibre me´canique par
les lois de Newton ou minimisation de l’e´nergie e´lastique (puisque nous avons vu dans la
section 1.3.2 que la the´orie de l’e´lasticite´ est base´e sur un principe variationnel). Nous
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pre´fe´rons pre´senter ici une de´duction purement me´canique et re´server une illustration de
la minimisation d’e´nergie pour la section suivante.
Conside´rons un tronc¸on e´le´mentaire de la tige de´coupe´e par deux sections inifiniment
proches. On de´finit la section supe´rieure, en R(s + ds), et infe´rieure, en R(s), par rapport
au sens de parcours de la tige le long de sa ligne neutre (figure 2.5). Les e´quations
d’e´quilibre sont donne´es par :
1. E´quilibre des forces. La section supe´rieure applique une force F+ dF sur les sections
plus en avant de la tige tandis que la section infe´rieure applique une force −F sur
le morceau infinite´simal de tige e´tudie´. Si la tige est en plus soumise a` une force
exte´rieure K agissant sur l’unite´ de longueur ds, l’e´quilibre des forces donne :
dF
ds
+K = 0. (2.22)
2. E´quilibre des moments. Calculons le moment applique´ a` la base supe´rieure. Il est
tout d’abord compose´ du moment des contraintes internes qui agissent sur cette
section que l’on noteM+ dM. En ce qui concerne le moment (par rapport a` la base
supe´rieure) du aux contraintes internes dans la base infe´rieure : il est compose´ du
moment −M et de la re´sultante −F des forces agissant sur cette base. Ce dernier
s’e´crit donc −dR× (−F). En additionant toutes ces contributions, l’e´quilibre des
moments impose :
dM
ds
+ t× F = 0. (2.23)
Le syste`me d’e´quations [2.22-2.23] constitue les e´quations de Kirchhoff. La connection
entre la me´canique de la tige (ses contraintes) et sa ge´ome´trie (ses de´formations) se
fait en introduisant une relation constitutive qui relie les moments applique´s M(s) a` la
courbure de la tige κ(s) (cf e´quation 2.20). Nous verrons un exemple explicite d’une
relation constitutive dans la section suivante. Les e´quations de Kirchhoff ont une grande
histoire [31] et leur applicabilite´, meˆme pour des de´formations importantes, n’est plus
a` prouver. Elles sont utilise´es depuis tre`s longtemps pour l’e´tude de la re´sistance et de
la stabilite´ des poutres et des colonnes [89]. Cependant, les applications des e´quations
de Kirchhoff ne se limitent pas qu’au ge´nie civil puisqu’elles apparaˆıssent re´gulie`rement
dans de tre`s nombreux domaines aussi varie´s que la mode´lisation de l’ADN [90], des
simulations re´alistes du mouvement des cheveux [91], pour la mode´lisation de filaments
biologiques [92], dans la locomotion animale [93] et les proprie´te´s me´caniques des nœuds
e´lastiques [94]...
2.4 Tiges e´lastiques en 2D
Nous allons maintenant spe´cialiser les e´quations ge´ne´rales de Kirchhoff au cas de tiges
planaires. Cette situation correspond a` l’elastica d’Euler. Dans cette ge´ome´trie, la base
de Fre´net se simplifie puisque le vecteur binormal b≡ z ne de´pend plus de l’abscisse cur-
viligne (figure 2.4) et la torsion de la courbe est identiquement nulle (cf e´quation (2.21)).
Tout se passe maintenant dans le plan {t(s),n(s)}. En introduisant l’angle θ entre la
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Fig. 2.6 – Le moment ne´cessaire pour fle´chir la tige d’un rayon de courbure est M = B/R
dans l’approximation de Euler-Bernoulli.
direction de la tangente t(s) et la direction fixe x du repe`re carte´sien (figure 2.6), les
vecteurs tangents et normaux s’e´crivent :
t = cos θ x+ sin θ y, (2.24)
n = sin θ x− cos θ y. (2.25)
En utilisant l’e´quation (2.20), on ve´rifie facilement que la courbure de la tige est donne´e
par :
κ(s) = dθ/ds. (2.26)
Supposons que la tige ne soit soumise a` aucune force exte´rieure : K = 0. Cela ne veut pas
dire que la tige reste droite puisque les conditions aux bords imposent des contraintes qui
la forc¸ent quand meˆme a` se de´former. Dans cette ge´ome´trie planaire, on peut de´composer
la tension F selon les directions tangentes et normales :
F(s) = N(s) t(s) + Q(s)n(s). (2.27)
A` l’ordre le plus bas, la relation constitutive est donne´e l’approximation line´aire de Euler-
Bernoulli :
M(s) = Bκ(s) z, (2.28)
voir [95] pour des relations constitutives plus ge´ne´rales. Cela signifie que le moment
ne´cessaire pour fle´chir la tige est simplement proportionnel a` la courbure que l’on impose
(figure 2.6). La constante de proportionnalite´ B correspond au module de rigidite´ de la
tige. Dans le cas d’une tige me´caniquement uniforme et de section circulaire, on a B =
πYh4/4 ou` h est l’e´paisseur de la tige (figure 2.3) et Y est le module de Young. Nous nous
retrouvons donc, comme dans la section 1.3.2, dans le cas ou` la the´orie est me´caniquement
line´aire mais ge´ome´triquement non-line´aire. En inse´rant les expressions de la tension F et
du moment M dans les e´quations de Kirchhoff [2.22-2.23], on obtient :
dN
ds
+ κQ = 0, (2.29)
dQ
ds
− κN = 0, (2.30)
B
dκ
ds
= Q. (2.31)
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On peut alors re´-arranger les e´quations pre´ce´dentes pour finalement obtenir une seule
e´quation de´terminant la forme de la tige :
d2κ
ds2
+
(
a +
1
2
κ2
)
κ = 0, (2.32)
ou` a est une constante d’inte´gration. C’est une e´quation diffe´rentielle non-line´aire ordi-
naire du 3e`me ordre car la courbure κ(s) contient de´ja` une de´rive´e (cf e´quation (2.26)).
Principe variationnel L’e´quation d’e´quilibre (2.32) peut aussi eˆtre obtenue en minimi-
sant l’e´nergie e´lastique de la tige. Comme nous serons amene´s a` utiliser cette formulation
dans les chapitres 4 et 5, il est important de montrer que les deux approches redonnent
bien la meˆme e´quation d’e´quilibre. Revenons a` l’e´quation (1.4) de l’e´nergie d’une varie´te´
e´lastique. Comme nous nous limitons au cas des tiges inextensibles, les termes contenant
le tenseur des contraintes γ ne contribuent pas. De plus, nous venons de voir qu’une tige
e´lastique planaire ne contient qu’une seule courbure κ(s). Dans ce cas, l’e´nergie e´lastique
de la tige est donne´e par l’inte´grale, le long de la tige, du carre´ de sa courbure :
Eflexion =
B
2
Z L
0
(
dθ
ds
)2
ds. (2.33)
ou` B est le module de rigidite´ qui vient de la relation constitutive de Euler-Bernoulli. Si
aucune force n’agit sur la tige, son e´tat d’e´quilibre est simplement une ligne droite et il
faut imposer des conditions aux bords pour de´former la tige. Supposons que l’une des
extre´mite´s de la tige soit fixe tandis que l’autre extre´mite´ est soumise a` une force F et a`
un moment M. L’e´nergie totale de la tige s’e´crit alors :
Etotal =
B
2
Z L
0
(
dθ
ds
)2
ds +
Z L
0
F cos θds. (2.34)
L’e´nergie apparaˆıt donc comme une fonctionnelle de l’angle θ et de sa premie`re de´rive´e.
On peut alors minimiser l’e´nergie graˆce aux e´quations d’Euler-Lagrange. Une telle pro-
ce´dure de minimisation sera de nouveau utilise´e dans une situation similaire au cours du
chapitre 4. Nous nous contentons donc, ici, de donner directement l’e´quation d’e´quilibre
qui de´coule de la minimisation :
B
d2θ
ds2
+ F sin θ = 0. (2.35)
Le moment applique´ M n’intervient pas explicitement dans cette e´quation mais contribue
aux conditions aux bords. Cette e´quation se retrouve aussi dans l’e´tude de la forme des
me´nisques liquides et des gouttes pendantes. En remplac¸ant l’abscisse curviligne s par le
temps t, on retrouve aussi l’e´quation du pendule. Dans ce cas l’invariance dans le temps
permet d’obtenir une inte´grale premie`re correspondant a` la conservation de l’e´nergie totale
du pendule. On peut utiliser cette analogie dans notre cas pour de´terminer une quantite´
conserve´e :
1
2
B
(
dθ
ds
)2
− F cos θ = ℵ, (2.36)
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a) b)
Fig. 2.7 – a) Illustration originale par Euler en 1744. b) Solutions post-flambage propose´es
par Lagrange en 1770. Image issue de [97].
ou` ℵ est une constante inde´pendante de s. On peut alors de´river une fois l’e´quation (2.35)
puis injecter la valeur de F cos θ fixe´e par l’e´quation (2.36) pour obtenir :
d3θ
ds3
+
(
a +
1
2
(
dθ
ds
)2) dθ
ds
= 0, (2.37)
ou` nous avons juste re´-e´crit la constante ℵ = −Ba avec a comme nouvelle constante.
L’e´quation (2.37) est exactement la meˆme que l’e´quation d’e´quilibre (2.32) de´montre´e
dans la partie pre´ce´dente. Cela prouve que les deux formulations sont e´quivalentes.
Solution exactes L’e´quation d’e´quilibre (2.37) peut eˆtre re´solue exactement graˆce aux
fonctions elliptiques de Jacobi. Nous renvoyons le lecteur a` la re´fe´rence [96] ou` des so-
lutions explicites sont pre´sente´es. Malheureusement, ces solutions exactes ne sont pas
toujours utilisables en pratique car, la plupart du temps, il est impossible de les inverser
pour pouvoir prescrire les conditions aux bords que l’on cherche a` imposer. Dans ce cas,
le seul moyen pour trouver une solution est de re´soudre l’e´quation nume´riquement. C’est
cette voie que nous allons emprunter de`s le prochain chapitre.
L’instabilite´ de flambage Quand on applique une pression P a` l’extre´mite´ d’une tige
e´lastique encastre´e (figure 2.7 a), la tige finit par “laˆcher” et adopte une forme courbe´e au
lieu de rester droite. Cette instabilite´ de flambage doit eˆtre l’une des premie`res instabilite´s
de´couvertes en the´orie de l’e´lasticite´ car Euler en 1744 puis Lagrange en 1770 avaient de´ja`
aborde´ cette question (figure 2.7 b). La pression critique pour l’instabilite´ de flambage
est typiquement donne´e par : Pcrit ∝ B/AL2 ou` A est l’aire de la section de la tige et le
pre´facteur de´pend des conditions aux bords. Ce seuil de flambage peut eˆtre calcule´ par
une analyse de stabilite´ line´aire de l’e´quation (2.34). Nous serons amene´s a` faire un calcul
similaire lors du chapitre 4.
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Formation des Premiers Plis
Motivations Ce chapitre se situe dans le prolongement direct de la fin du
chapitre pre´ce´dent. En effet, apre`s voir e´tabli l’e´quation d’e´quilibre des tiges e´las-
tiques planaires, ce chapitre est consacre´ a` une e´tude nume´rique du comportement
d’une tige e´lastique confine´e a` l’inte´rieur d’un disque rigide. La surface accessible
a` la tige diminue au fur et a` mesure que le rayon du disque diminue : la tige re´agit
a` ce confinement en de´veloppant des structures plisse´es. Le but de ce chapitre est
d’e´tudier, simultane´ment, l’e´volution des proprie´te´s ge´ome´triques et me´caniques
des configurations de la tige lors des toutes premie`res e´tapes du confinement.
Pour cela, nous allons commencer par suivre l’approche original d’E. Cerda et
L. Mahadevan [98] avant de la ge´ne´raliser pour traiter des configurations plus
complexes. Les re´sultats obtenus dans ce chapitre sont re´sume´s dans l’article joint
(pages [61-63]), a` l’inte´rieur duquel nous les comparons a` des mesures expe´rimen-
tales effectue´es en paralle`le a` ce travail.
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θ
n
t s=0
s*L−s*
b
s=   Rpi
Fig. 3.1 – Tige e´lastique de longueur L = 2πR a` l’inte´rieur d’un disque de rayon b < R.
La base locale {t(s),n(s)} est identique a` celle de´finie dans le chapitre pre´ce´dent. Le
centre du pli de´finit l’origine des abscisses curvilignes s = 0. Les points de raccord avec
le disque sont note´s s⋆ et L− s⋆.
3.1 Pre´sentation ge´ne´rale
3.1.1 De´finition de la ge´ome´trie
Conside´rons une tige e´lastique ferme´e, de longueur totale L et d’e´paisseur h → 0,
de´finie dans l’espace euclidien R2 de base {x,y}. De manie`re image´e, on peut visualiser
cette situation comme un simple e´lastique qui, une fois pose´ sur une table, ne peut plus
s’e´chapper dans la troisie`me direction (c’est a` dire quitter le plan de la table). On peut
munir la tige d’un repe`re de Fre´net tel que le plan contenant la tige soit de´fini par le
vecteur tangent t(s) et le vecteur normal n(s). Puisque cette ge´ome´trie bi-dimensionelle
est identique a` celle discute´e dans la section 2.4, les vecteurs t(s) et n(s) sont encore
donne´s par les e´quations [2.24-2.25] et la courbure de la tige est :
κ(s) =
dθ
ds
. (3.1)
La forme de la tige est parame´tre´e par :
R (s) =
Z s
0
(
cos θ(s′) x+ sin θ(s′)y
)
ds′ avec s ∈ [0, L], (3.2)
et ou` θ(s′) est l’angle entre la tangente t(s′) et la direction horizontale x au point d’abscisse
curviligne s′. A` l’e´quilibre, la configuration adopte´e par la tige est celle qui minimise
son e´nergie de flexion (sections 1.3.2 et 2.4). Sans contraintes ge´ome´triques ou forces
exte´rieures agissant sur la tige, la configuration d’e´quilibre est la forme circulaire puisque
dans cette situation Eflexion = BL/2R2 (voir e´quation (2.33)). Nous noterons R le rayon
de ce cercle. Supposons maintenant que la tige soit introduite dans un re´cipient rigide,
lui aussi circulaire mais de rayon b < R. La diffe´rence de longueur entre le pe´rime`re de
la tige et celui du disque ge´ne`re une incompatibilite´ ge´ome´trique empeˆchant la tige de
conserver sa forme circulaire : son exce`s de longueur l’oblige a` se replier vers l’inte´rieur
du disque. Cette instabilite´ de flambage (section 2.4) donne naissance a` une re´gion le
long de laquelle la tige n’est plus en contact avec son re´cipient, voir une illustration sur
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la figure 3.1. Il suffit, d’ailleurs, de s’amuser quelques minutes avec un simple e´lastique
pour se convaincre que l’on peut reproduire cette nouvelle configuration tre`s facilement.
Le nombre sans dimension :
ε =
(R− b)
b
> 0 (3.3)
va nous servir de parame`tre de controˆle permettant de quantifier l’intensite´ du confine-
ment.
3.1.2 E´quation d’e´quilibre
Comme le raisonnement ge´ne´ral permettant d’e´tablir les e´quations d’e´quilibre d’une
tige e´lastique s’applique parfaitement a` la situation de la figure 3.1, nous allons eˆtre ame-
ne´s a` faire de nombreuses re´fe´rences aux e´quations de la section 2.4. La seule diffe´rence
vient de la pre´sence d’une force exte´rieure K(s) 6= 0 associe´e a` la contrainte de confine-
ment : il s’agit de la force de re´action exerce´e par le re´cipient sur la tige. Bien entendu,
K(s) n’est non-nul que dans les zones de contact entre la tige et le disque rigide. Si l’on
ne´glige les effets de frottement, le vecteur K(s) est porte´ par la normale n(s) et est oriente´
dans le sens allant du disque vers la tige. Comme n(s) pointe toujours vers l’exte´rieur de
la tige ferme´e (figure 3.1), la force exerce´e par le disque sur la tige s’e´crit :
K(s) = −k(s)n(s) avec k(s) ≥ 0. (3.4)
En tenant compte de K(s), les e´quations d’e´quilibre [2.29-2.31] doivent maintenant eˆtre
remplace´es par les suivantes :
dN
ds
+ κQ = 0, (3.5)
dQ
ds
− κN = k(s), (3.6)
B
dκ
ds
= Q, (3.7)
ou` nous avons utilise´ la meˆme notation que celle introduite pre´ce´demment pour de´si-
gner la tension dans la tige : F(s) = N(s) t(s) + Q(s)n(s) (cf e´quation (2.27)). La force
normale Q(s) est directement fixe´e par l’e´quation (3.7). La force tangentielle N(s) est
de´termine´e en remplac¸ant l’expression de Q(s) dans l’e´quation (3.5) puis en inte´grant
par rapport a` s pour trouver :
N(s) = −B
(
a +
κ2(s)
2
)
. (3.8)
Cette manipulation fait apparaˆıtre, comme dans la section 2.4, une constante d’inte´gra-
tion a qui devra eˆtre de´termine´e par les conditions aux bords. Finalement, nous pouvons
inse´rer N(s) dans l’e´quation (3.6) pour re´duire le syste`me [3.5-3.7] a` une seule e´quation
d’e´quilibre :
B
[
d2κ
ds2
+
(
a +
1
2
κ2
)
κ
]
= k (s) . (3.9)
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3.2 Dissection de la tige en plusieurs morceaux
3.2.1 Proble`me a` frontie`res libres
Regardons de plus pre`s la configuration pre´sente´e sur la figure 3.1. On voit que l’on
peut de´couper la tige en deux morceaux diffe´rents : une partie en contact avec le disque
et une zone plie´e qui ne touche pas le disque sauf au niveau de ses points de raccord s⋆
et L− s⋆. Il est utile d’analyser ces deux morceaux se´pare´ment :
1. Zone de contact tige/re´cipient. La forme de ce morceau ne pose pas de difficulte´ :
c’est un arc de cercle qui se conforme parfaitement au re´cipient. Dans cette re´gion, le
rayon de courbure de la tige est e´gal au rayon de courbure du disque et κcontact = 1/b.
Puisque dκcontact/ds = 0, il faut que l’intensite´ de la force exerce´e par le disque sur la
tige soit constante pour pouvoir satisfaire l’e´quation d’e´quilibre. Nous avons donc :
K(s) = −kcontactn(s) avec kcontact = B
b
(
a +
1
2b2
)
> 0. (3.10)
En ce qui concerne la tension F(s), les e´quations (3.7) et (3.8) impliquent Q(s) = 0
et N(s) = −b kcontact. Cela signifie que la tige est en compression pure.
2. Zone de de´tachement - Pli.Notons {spli} l’ensemble des abscisses curvilignes, situe´es
entre les points de raccord s⋆ et L− s⋆, ou` la tige est replie´e vers l’inte´rieur du
disque. En l’absence de force de re´action de la part du re´cipient, on a k(spli) = 0 et
l’e´quation d’e´quilibre dans le morceau plie´ se re´duit a` :
d3θ
ds3pli
+
(
a +
1
2
(
dθ
dspli
)2) dθ
dspli
= 0. (3.11)
Cependant, la longueur ℓ du pli n’est pas fixe´e a` l’avance car la position des points
de raccord est a priori inconnue. Cela signifie que l’intervalle {spli} sur lequel l’e´qua-
tion (3.11) est valide doit, lui-meˆme, eˆtre se´lectionne´ par les conditions aux bords
assurant l’e´quilibre me´canique.
Bien que nous ayons initialement divise´ la tige en deux morceaux distincts, il suffit de
s’inte´resser au morceau plie´ pour de´terminer la forme entie`re de la tige. En effet, le point 1
montre que les proprie´te´s du morceau en contact avec le re´cipient sont triviales car sa
forme est simplement un arc de cercle. Cependant, le point 2 montre que le calcul de
la forme du pli est beaucoup plus de´licat puisqu’il implique la re´solution d’un proble`me
a` frontie`res libres ne´cessitant la prescription de 5 conditions aux bords. Les trois pre-
mie`res constantes viennent de l’ordre de l’e´quation diffe´rentielle non-line´aire de´terminant
la forme du pli (e´quation (3.11)). Les deux autres correspondent d’une part a` la constante
d’inte´gration a et, d’autre part a` la longueur ℓ du pli.
Cette analyse s’est concentre´e sur le cas de la configuration de la figure 3.1. Nous allons
voir dans la section 3.3 que quand l’intensite´ du confinement augmente, il faut conside´-
rer n > 1 morceaux non-triviaux (pas de contact avec le re´cipient) qui se connectent a`
travers des points de raccord similaires a` s⋆ et L− s⋆ pour constituer la tige entie`re. Dans
ce cas, nous avons un syste`me de n e´quations diffe´rentielles non-line´aires (de la forme
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b)
continuité de la courbure
a)
Fig. 3.2 – Repre´sentation de la courbure κ(s) pour la configuration de la figure 3.1. La
courbure du disque est note´e 1/b ou` b est le rayon du disque. a) Courbe volontairement
fausse ou` l’on a rajoute´ une discontinuite´ aux points de de´collement s⋆ et L− s⋆ entre la
tige et le disque. Ces sauts ont des conse´quences non-physiques (voir le texte) et il faut
abandonner cette image au profit de la figure b) Continuite´ de κ(s) sur l’intervalle [0, L].
On voit, par contre que κ(s) n’est pas de´rivable en s⋆ et L− s⋆. Ceci est duˆ a` la pre´sence
de forces normales localise´es qui assurent l’e´quilibre me´canique de la tige (voir le texte).
de l’e´quation (3.11)) couple´es entre elles par l’interme´diaire de 5n conditions aux bords.
Nous allons de´tailler ces conditions de raccord entre les diffe´rents morceaux formant la
tige dans la section 3.2.2. Cependant, il est e´vident qu’il n’y a pas d’espoir de pouvoir
re´soudre ce proble`me analytiquement et qu’il va falloir faire appel a` une re´solution nu-
me´rique (section 3.2.3).
3.2.2 Conditions aux bords
Fonction θ(s)
La forme de la tige est entie`rement de´termine´e par l’angle θ(s) entre la direction fixe x du
repe`re Carte´sien et la tangente t(s) au point d’abscisse curviligne s (figure 3.1). Nous avons
vu dans la section 1.3.2 qu’une courbe (1D), confine´e dans un disque (2D), ne contient
pas de singularite´s ge´ome´triques : les vecteurs t(s) et n(s) varient continuˆment avec s et
ne peuvent jamais changer brusquement de direction. Ceci implique que la fonction θ(s)
doit, elle aussi, eˆtre continue sur l’intervalle [0, L]. Cette observation permet de formuler
une premie`re condition aux points de raccord, s⋆, entre diffe´rents morceaux de la tige :
lim
η→0+
[θ (s⋆ + η)− θ (s⋆ − η)] = 0. (3.12)
D’autre part, il est e´vident que θ(s) doit aussi eˆtre de´rivable sur [0, L]. Il suffit, pour
s’en convaincre, de se rappeler de l’expression de l’e´nergie de flexion de la tige (e´qua-
tion (2.33)) :
Eflexion =
B
2
Z L
0
(
dθ
ds
)2
ds.
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Il est donc ne´cessaire que la courbure κ(s) = dθ/ds existe sur tout l’intervalle pour que
l’e´nergie e´lastique soit une quantite´ bien de´finie.
Courbure
Inte´ressons nous maintenant aux conditions de re´gularite´ de κ(s). Les re´sultats du para-
graphe pre´ce´dent ne disent, a priori, rien sur les proprie´te´s de continuite´ et de de´rivabilite´
de la courbure. La relation constitutiveM(s) = Bκ(s)z (cf section 2.4) montre de´ja`, qu’en
l’absence de moments localise´s, κ(s) ne peut pas contenir de sauts discrets. Cela assure
la continuite´ de la courbure, au moins a` l’inte´rieur des morceaux individuels composant
la tige. Il n’est pas interdit, cependant, que des discontinuite´s puissent se former aux
niveaux des raccord entre les morceaux. Nous allons nous baser sur la configuration pre´-
sente´e sur la figure 3.1 pour de´montrer, par l’absurde, que κ(s) est en fait, bel et bien,
une fonction continue le long de la tige. Commenc¸ons, donc, par supposer que la courbure
posse`de un saut discret aux points de perte de contact tige-disque, s⋆ et L− s⋆ tel que
celui pre´sente´ sur la figure 3.2 a. La projection, Q, de la tension dans la tige, F, selon la
direction normale, n, vaut (e´quations (2.27) et (2.31)) :
F · n = Q = Bdκ
ds
.
Dans le repe`re mobile, n(s) pointe toujours vers l’exte´rieur de la tige ferme´e. Les forces
applique´es par le disque sur la tige, K(s), sont donc toujours dans la direction inverse,
−n(s), et K · n = −k(s) < 0. C’est a` dire que par action-re´action, dans les zones de
contact, le disque repousse toujours la tige. Comme κ(s) est analogue a` une fonction de
Heaviside aux points de raccord s⋆ et L− s⋆, sa de´rive´e est proportionnelle a` une fonction
de Dirac et l’on a :
Q (s⋆) ∝ +δ (s− s⋆) > 0 et Q (L− s⋆) ∝ −δ (s− (L− s⋆)) < 0.
On voit que la pre´sence de discontinuite´s dans κ(s) a une conse´quence non-acceptable :
Q(s⋆) > 0. En effet, ceci indique l’existence d’une force de re´action ne´gative de la part du
disque agissant sur la tige : au lieu de repousser la tige, le disque est en train de la tirer vers
lui. Sans forces d’adhe´sion aux points de raccord, un tel comportement est impossible et
prouve que la courbure doit eˆtre une fonction continue le long de la tige (figure 3.2 b). Bien
que nous ayons illustre´ ce raisonnement en nous servant de la configuration syme´trique
de la figure 3.1, notons que nous n’avons jamais fait appel a` une quelconque raison de
syme´trie. Le raisonnement est toujours valable et permet d’utiliser la continuite´ de κ(s)
pour e´crire une deuxie`me condition de raccord entre diffe´rents morceaux de la tige :
lim
η→0+
[κ (s⋆ + η)− κ (s⋆ − η)] = 0. (3.13)
Forces tangentielles
La continuite´ de la courbure permet de de´terminer une nouvelle condition de raccord
concernant les forces tangentielles. En combinant les e´quations (3.5) et (3.7) autour d’un
point de raccord s⋆, on obtient :
lim
η→0+
(
N (s⋆ + η)− N (s⋆ − η) + B
Z s⋆+η
s⋆−η
κ
dκ
ds
ds
)
= 0.
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Graˆce a` l’e´quation (3.13), cela montre imme´diatement que les forces tangentielles sont
continues a` travers un point de raccordement :
lim
η→0+
[N (s⋆ + η)− N (s⋆ − η)] = 0. (3.14)
Sachant que N(s) = −B(a + κ2(s)/2), la condition aux bords (3.14) permet de de´ter-
miner des relations alge´briques entre les constantes a de part et d’autre d’un point de
raccord.
Forces normales ponctuelles
Le graphe 3.2 b montre que κ(s) n’est pas de´rivable aux points s⋆ et L− s⋆. Nous allons,
encore une fois, nous baser sur la configuration de la figure 3.1 pour comprendre l’origine
physique de ce comportement non-analytique. Concentrons nous sur le morceau de tige
en contact avec le disque. Nous avons vu dans la section pre´ce´dente que, dans cette
re´gion, K(s) = −kcontactn(s) avec kcontact > 0. Cependant, une force exte´rieure d’intensite´
constante le long de la re´gion de contact semble eˆtre en contradiction avec l’e´quilibre
me´canique de la tige. En effet, pour maintenir la tige stable, il faudrait que cette force
s’exerce sur tous les points diame´tralement oppose´s de la tige. L’absence de contact le
long du pli empeˆche cette condition d’eˆtre re´alise´e et devrait conduire a` un de´se´quilibre
imme´diat de la tige. Il est facile de s’en convaincre en calculant la re´sultante totale des
forces exte´rieurs agissant sur la tige :
Wtotal =
Z L−s⋆
s⋆
K(s)n(s)ds,
= −2bkcontact sinψ(s⋆)︸ ︷︷ ︸
6=0
y,
ou` nous avons utilise´ ψ(s⋆) = −ψ(L − s⋆) a` cause de la syme´trie autour de l’axe y
(voir la premie`re figure de la section 3.3 pour la de´finition de l’angle d’ouverture ψ(s⋆).
Ce re´sultat justifie notre intuition pre´ce´dente en montrant que ce de´se´quilibre apparent
aurait tendance a` pousser la tige vers le bas (direction −y). En fait, l’e´quilibre me´canique
de la tige est assure´ par l’existence de forces supple´mentaires :
Klocal (s
⋆) = −χ1 δ (s− s⋆) n (s⋆) ,
Klocal (L− s⋆) = −χ2 δ (L− (s− s⋆)) n (L− s⋆) ,
qui n’agissent qu’aux points de raccord s⋆ et L− s⋆. Dans le cas d’une configuration syme´-
trique comme celle de la figure 3.1, on a χ1 = χ2 = χ. L’intensite´ χ est alors de´termine´e
en compensant le surplus de force dans la direction verticale avec les forces ponctuelles :
cela donne χ = b tanψ(s⋆). Nous verrons une autre conse´quence de ces forces ponctuelles
dans la section 3.3. En attendant, nous sommes maintenant en mesure de comprendre
la non-analycite´ de κ(s) aux points de raccord entre deux morceaux de la tige. En uti-
lisant la condition de continuite´ des forces tangentielles et en inte´grant l’e´quation (3.6),
on montre facilement la condition de raccord suivante :
lim
η→0+
[
dκ
ds
∣∣∣∣
s=s⋆+η
− dκ
ds
∣∣∣∣
s=s⋆−η
]
=
bχ
B
(3.15)
45
C’est donc la discontinuite´ dans l’e´quation (3.15) qui explique la non-de´rivabilite´ de κ(s)
aux points de raccord. Comme la force normale Q(s) est proportionnelle a` dκ/ds, elle
subit une discontinuite´ dont l’importance est donne´e par l’intensite´ de la force ponctuelle
au point de raccord. Dans un cas plus ge´ne´ral que celui de la figure 3.1, le nombre de forces
ponctuelles peut eˆtre supe´rieur a` 2 et les intensite´s χi ne sont pas e´gales mais s’ajustent
pour maintenir la tige en e´quilibre. Cela signifie que leurs valeurs de´pendent de la forme
totale de la tige. En pratique, ce couplage non-local dans les conditions de raccord rend la
de´termination de l’intensite´ des forces ponctuelles un proble`me ge´ome´trique tre`s difficile.
Cette condition reste toutefois utile car elle permet de s’assurer, a posteriori, qu’une
configuration correspond bien a` un e´quilibre me´canique en ve´rifiant que les χ respectent
bien la condition (3.15).
Conditions ge´ome´triques
Jusqu’ici, nous nous sommes concentre´s principalement sur des conditions de raccord
portant sur les proprie´te´s me´caniques de la tige. Il convient, maintenant, d’agre´menter
cette description en introduisant des conditions ge´ome´triques. Pour des tiges inextensibles,
la somme de la longueur de tous les morceaux doit eˆtre e´gale a` la longueur initiale L de
la tige. Il s’agit d’une contrainte globale puisqu’un changement de longueur dans un
morceau particulier a un impact imme´diat sur la longueur de tous les autres morceaux
de la tige. Aussi, pour des configurations plus complexes que celle de la figure 3.1, il
faut tenir compte de la non-interpe´ne´trabilite´ de la tige. Cette contrainte est non-locale
puisqu’elle fait intervenir des morceaux qui, bien qu’e´tant initialement e´loigne´s, finissent
quand meˆme par entrer en interaction (On peut regarder la figure 1.8 ou, par avance,
les images de la section 3.3 pour se faire une repre´sentation visuelle de la situation). Ces
zones d’auto-contact peuvent apparaˆıtre sous deux formes diffe´rentes : contact ponctuel
ou contact e´tendu. Ces deux cas se traitent de la manie`re suivante :
– Contact ponctuel. Supposons qu’un morceau {i} entre en contact, a` l’abscisse cur-
viligne s1, avec un morceau { j}, a` l’abscisse curviligne s2. Nous imposons alors que
R(s1) = R(s2), c’est a` dire que les deux morceaux sont lie´s au niveau du point de
contact. Il est important de remarquer que cette contrainte permet juste de s’assu-
rer que l’e´volution de ce point sera identique pour {i} et { j} mais ne pre´-suppose
rien quand a` sa position absolue.
– Contact e´tendu. Supposons maintenant que les morceaux {i} et { j} partagent
un zone e´tendue d’auto-contact. Dans ce cas, les deux morceaux se superposent et
adoptent la meˆme forme. Nous conside´rons alors qu’il n’y a plus qu’un seul morceau
de longueur ℓ→ 2ℓ et de module de rigidite´ B→ 2B. Encore une fois, ces contraintes
ne pre´-supposent ni la forme du contact ni sa position.
Lorsqu’un auto-contact apparaˆıt, ces conditions ge´ome´triques sont aussi accompage´es de
conditions me´caniques au niveau des points d’initialisation et de perte du contact. Fina-
lement, il est important de remarquer qu’il y a un degre´ de liberte´ cache´e. Puisque nous
utilisons un re´cipient circulaire, toutes les configurations sont invariantes par rotation.
Nous devons briser cette invariance en introduisant une origine pour les angles. Dans la
suite, nous prendrons souvent θ(0) = 0.
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∆ 1∆2
∆  = 0
3
Fig. 3.3 – Illustration de la me´thode du tir. Les trajectoires de la balle repre´sentent
l’inte´gration nume´rique de l’e´quation d’e´quilibre entre deux extre´mite´s d’un morceau de
la tige. Le but est de de´terminer quelles sont les conditions initiales qui permettent de
retrouver les conditions aux bords souhaite´es a` l’autre bout de l’intervalle d’inte´gration.
L’algorithme de Newton-Raphson permet de corriger ite´rativement le tir de manie`re a`
trouver les ze´ros de la fonction score ∆ et donc de converger vers la bonne solution.
3.2.3 Me´thode du tir
Une configuration typique posse`de n > 1 morceaux non-triviaux. Notons s⋆i et s
⋆
i+1 les
abscisses curvilignes des points de raccord entre un morceau interme´diaire {i} et les deux
morceaux {i− 1} et {i + 1} qui l’entourent. Il faut prescrire 5 conditions aux bords pour
pouvoir inte´grer l’e´quation (3.11) de´terminant la forme du morceau {i}. Cependant, nous
venons de voir que les 5n conditions aux bords, assurant l’e´quilibre me´canique global
de la tige, sont couple´es de manie`re non-locale (de´termination de l’intensite´ des forces
ponctuelles, longueur des morceaux...). Cela signifie que, dans le cas ge´ne´ral, nous ne
connaˆıtrons pas toutes les conditions de raccord a` une seule extre´mite´ s⋆i du morceau {i}.
Supposons que l’on puisse imposer k < 5 conditions a` la position s⋆i au de´but du morceau.
Dans ce cas, il faut imposer les 5− k conditions restantes a` l’autre extre´mite´ s⋆i+1 du
domaine d’inte´gration : nous devons re´soudre un proble`me de conditions aux frontie`res
(“Boundary value problem”).
Nume´riquement, la me´thode du tir (“shooting method”) est une technique qui per-
met de re´soudre ce type de proble`me de manie`re robuste. L’ide´e est de comple´ter les k
conditions connues a` l’extre´mite´ s⋆i par 5− k conditions initiales “tests” choisies arbitrai-
rement. Nous pouvons alors inte´grer, par une proce´dure Runge-Kutta, l’e´quation diffe´-
rentielle (3.11) du point s⋆i jusqu’au point final s
⋆
i+1. Ge´ne´riquement, les valeurs initiales
“tests” sont fausses : elles ne correspondent pas aux vraies conditions physiques permet-
tant l’e´quilibre me´canique de la tige. Cela se re´percute lors de l’inte´gration puisque, des
conditions initiales fausses ne permettent pas de retrouver les 5− k conditions que nous
souhaitons imposer au point s⋆i+1. On de´finit alors une fonction score ∆ qui mesure la
diffe´rence entre les 5− k conditions physiques que nous connaissons a` l’extre´mite´ s⋆i+1
et leurs valeurs obtenues lors de l’inte´gration (figure 3.3). En fonction de la valeur ∆1
du score obtenu apre`s la premie`re inte´gration, il faut corriger les conditions “tests” au
point s⋆i de manie`re a` ce que l’on ait ∆2 < ∆1 lors du deuxie`me essai. En re´pe´tant de
manie`re ite´rative cette proce´dure d’ajustement des conditions initiales inconnues, on voit
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que le but est de trouver les ze´ros de la fonction score ∆ et que les conditions“tests” jouent
le roˆle de parame`tres libres. On peut donc utiliser l’algorithme de Newton-Raphson pour
se rapprocher, me´thodiquement, des conditions “tests” telles que ∆ = 0. Dans ce cas, les
conditions “tests” ont converge´ vers de vraies conditions physiques qui permettent de re-
trouver les 5− k conditions aux bords au point s⋆i+1 et le proble`me est re´solu. En pratique,
comme les conditions de raccord entre les diffe´rents morceaux sont couple´es, on ne peut
pas re´soudre la forme d’un morceau individuellement mais il faut re´soudre simultane´ment
le proble`me entier de dimension 5n pour connaˆıtre la forme de la tige.
3.3 Une cascade de bifurcations
Nous disposons maintenant de tous les outils ne´cessaires pour suivre l’e´volution de la
forme du pli initial au fur et a` mesure que l’intensite´ ε du confinement augmente. Une
fois que les e´quations d’e´quilibre ont e´te´ re´solues par la me´thode du tir pour une valeur
de ε donne´e, il faut augmenter doucement ε et re´pe´ter de manie`re ite´rative la re´solution
nume´rique des e´quations d’e´quilibre pour suivre la forme de la tige par une me´thode de
continuation de branche. Quand cette branche de solutions cesse d’exister, cela signifie
qu’il y a une bifurcation et que les conditions aux bords doivent eˆtre remplace´es par de
nouvelles.
Croissance du pli initial - Phase 1
local
ϕ
K
(s )L−s **
La figure a` gauche correspond a` la meˆme configuration que
celle pre´sente´e dans la figure 3.1, sans rede´finir les vec-
teurs de base, mais en faisant apparaˆıtre l’angle d’ouver-
ture ψ(s⋆). Les fle`ches repre´sentent les forces ponctuelles
introduites dans la section 3.2.2. Dans ce cas, le nombre de
morceau a` e´tudier est n = 1 et il faut prescrire 5 conditions
aux bords. L’angle ψ(s⋆) n’est pas fixe´ a` l’avance et doit
eˆtre de´termine´ par les conditions aux bords.
Comme la configuration est syme´trique droite-gauche, on peut utiliser des conditions
supple´mentaires, assez simples compare´es a` celles discute´es dans les sections pre´ce´dentes.
Ici, il suffit d’e´tudier une motie´ du pli, de s = 0 (centre du pli) a` s = s⋆ par exemple, pour
eˆtre capable de reconstruire la forme entie`re de la tige. Il y a plusieurs manie`res de formuler
les conditions aux bords pour cette configuration. Comme nous avons de´ja` amplement
de´taille´ les conditions purement me´caniques lors de la section 3.2.2, nous pre´fe´rons, ici,
utiliser des arguments de syme´trie et re´server les autres conditions pour des configurations
plus complexes. Voila` la liste des conditions aux bords que nous utilisons pour re´soudre,
par la me´thode du tir, l’e´quation (3.11) donnant la forme du pli :
1. De´finition des angles =⇒ θ (0) = 0.
2. Inextensibilite´ de la tige =⇒ s⋆ − bψ(s⋆) = πbǫ.
3. Continuite´ de la courbure =⇒ κ (s⋆) = 1/b.
4. Point d’inflexion au centre du pli =⇒ κ˙ (0) = 0.
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5. En inte´grant l’e´quation (3.2), on voit que la syme´trie droite-gauche impose la cond-
tion suivante : =⇒
Z L−s⋆
s⋆
cos θ(s) ds = 0.
La re´solution nume´rique de l’e´quation d’e´quilibre pour un confinement ε = 0.15 donne
la configuration pre´sente´e dans la figure ci-dessus. On peut ensuite suivre l’e´volution de
la forme de la tige quand ε augmente par une me´thode de continuation de branche. On
observe que ce pli initial grandit vers l’inte´rieur du disque ce qui provoque une augmenta-
tion de l’angle d’ouverture ψ(s⋆). Pour ε ≈ 0.23 ce type de configurations cesse d’exister
car il devient instable. On peut comprendre ce phe´nome`ne en remarquant que c’est pour
ce taux de confinement que l’angle d’ouverture atteint ψ(s⋆) = π/2. Au-dela` de cet angle
critique, les forces ponctuelles commencent a` pointer vers le bas : elles ne servent plus a`
stabiliser la tige mais sont, au contraire, le moteur d’une instabilite´. En l’absence de force
d’adhe´sion, ces configurations ne sont plus re´alisables. On peut se convaincre du proble`me
en calculant la force de re´action exerce´e par le disque sur la tige. En additionnant la force
constante et la force ponctuelle introduite dans la section 3.2.2, la force totale de re´action
du disque sur la tige au point s⋆ s’e´crit :
K(s⋆) = − kcontact (1 + b tanψ(s⋆)) n(s⋆).
En utilisant a` la fois la continuite´ des forces tangentielles, la solution nume´rique a` ε≈ 0.23
et en inte´grant l’e´quation (3.6) autour du point de raccord s⋆, on montre que :
kcontact = − Bκ˙ (s
⋆)
b tanψ(s⋆)
≥ 0.
Cela confirme que quand ψ(s⋆) → π/2, la force de re´action s’annule, kcontact → 0+, et
les configurations deviennent instables. Nous savons, physiquement, que cela ne peut pas
eˆtre la fin de l’histoire et qu’une nouvelle branche de solutions doit venir remplacer ces
configurations. Cependant, nous sommes de´ja` dans un re´gime largement post-flambage et
il n’est pas e´vident quelles doit eˆtre la forme des nouvelles configurations.
De´collement spontane´ par le haut - Phase 2
L−s
s
*
*
Nous avons de´couvert que, comme la force exte´rieure s’an-
nule, c’est l’ensemble de la moitie´ supe´rieure de la tige qui se
se´pare uniforme´ment du re´cipient. La tige n’est alors mainte-
nue en e´quilibre que par deux contacts ponctuels diame´tra-
lement oppose´s (les fle`ches dans la figure associe´e). Puisque
la syme´trie droite-gauche persiste, nous sommes maintenant
dans une situation ou` le nombre de morceaux n non-triviaux
est n = 2, ce qui implique la prescription de 10 conditions
aux bords.
Comme pour les configurations qui suivront, nous n’allons plus expliciter, une par une,
l’ensemble des conditions aux bords spe´cifiques a` chaque configuration, mais simplement
mentionner les nouvelles particularite´s qu’il faut prendre en compte. Les conditions de
syme´trie restent largement inchange´es par rapport au cas des configurations de type (1)
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mais il faut maintenant maintenir les points de contact s⋆ et L− s⋆ dans des positions
diame´tralement opppose´es :
x(s⋆) = −x(L− s⋆) = b et y(s⋆) = y(L− s⋆) = 0.
Pour rester cohe´rent avec la syme´trie droite-gauche, nous imposons aussi θ(s⋆) = π/2
et θ(L− s⋆) =−π/2. Au fur et a` mesure que ε augmente, le morceau supe´rieur s’effondre
vers l’inte´rieur du disque tandis que le pli infe´rieur continue de grandir vers le haut. Cette
situation ne dure pas tre`s longtemps car pour ε ≈ 0.25, les deux morceaux se rejoignent
sur l’axe de syme´trie. Ce contact annonce la fin de cette configuration puisqu’elle contient
une auto-intersection.
Premier auto-contact - Phase 3
s=   Rpi
s=0
*s
Afin de pre´venir l’apparition d’une auto-intersection il est
ne´cessaire de modifier les conditions aux bords des configu-
rations de type (2). Par raison de syme´trie, nous sommes
encore dans le cas n = 2. Il faut tenir compte de la pre´sence
d’un auto-contact ponctuel sur l’axe de syme´trie droite-
gauche. Nous imple´mentons cette contrainte en e´crivant :
y(0) = y(πR), c’est a` dire :
Z s⋆
0
sin θ ds +
Z πR
s⋆
sin θ ds = 0.
Notons que la contrainte ci-dessus n’impose en rien la position absolue du point d’auto-
contact mais maintient juste les deux morceaux lie´s l’un a` l’autre. Bien que nous ne
repre´sentions plus les forces ponctuelles, cette configuration est toujours maintenue a`
l’e´quilibre me´canique par la pre´sence de 2 forces ponctuelles diame´tralement oppose´es.
De plus, la tension normale Q(s) doit eˆtre e´quilibre´e de part et d’autre du point de contact
ce qui impose : Bκ˙ (0) =−Bκ˙ (πR). Cette branche de solution commence pour ε≈ 0.25 et
reste valable jusqu’a` ε≈ 0.29 quand la position du point d’auto-contact, se dirigeant vers
le haut, rentre lui-meˆme en contact avec le disque. Comme la tige ne peut pas traverser
le re´cipient, nous devons abandonner cette solution pour en chercher une nouvelle.
Trois contacts ponctuels - Phase 4
L’arrive´e du premier point de contact sur le disque a` la fin
des configurations de type (3) donne naissance a` une troi-
sie`me force ponctuelle agissant sur la tige. En raison de la
syme´trie droite-gauche, nous avons encore n = 2. Les confi-
gurations e´mergentes sont assez e´le´gantes car elles ne sont en
contact avec le disque qu’en 3 points laissant un infime, mais
non-nul, e´cartement avec les parois du disque. Cet espace-
ment a d’ailleurs e´te´ exage´re´ dans la figure associe´e pour le
rendre plus visible. (Les notations sont inchange´es par rap-
port aux figures pre´ce´dentes.)
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Comme pour les configurations de type (3), il faut imposer que la position du point
d’auto-contact reste commune entre les deux morceaux. La seule diffe´rence vient du fait
que, maintenant, la position de ce point est fixe´e a` {x(0;πR) = 0 et y(0;πR) = b} pour
interdire le croisement avec le disque. De plus, le raccord entre les deux morceaux au
point s⋆ est libre de se de´placer et nous avons :
Z s⋆
0
sin θ ds = −
Z πR
s⋆
sin θ ds = −b(1 + cosψ(s⋆)),
Z s⋆
0
cos θ ds = −
Z πR
s⋆
cos θ ds = b sinψ(s⋆).
La contrainte ci-dessus maintient le raccord entre les deux morceaux le long du disque
mais n’impose pas sa position qui reste auto-de´termine´e par les autres conditions aux
bords. La nouvelle force ponctuelle, dirige´e vers le bas, permet aux points s⋆ et L− s⋆ de
redescendre en dessous le l’axe y = 0 et donc dans des angles d’ouverture ψ(s⋆)< π/2. En
faisant augmenter l’intensite´ ε du confinement, nous trouvons que le morceau supe´rieur se
rapproche lentement du re´cipient pour finalement se conformer, de manie`re uniforme, avec
les parois du disque. Cela arrive pour ε ≈ 0.4, et l’on retrouve alors un contact line´ique
entre la tige et le re´cipient. Cette e´tape marque la fin des configurations de type (4) car
sans ajout de nouvelles contraintes, le morceau supe´rieur sortirait du re´cipient.
Retour a` un contact line´ique - Phases 5 et 6
ϕ (s*)
Le retour a` un contact line´ique nous
rame`ne a` des configurations tre`s si-
milaires a` celles de type (1). La
seule diffe´rence vient du fait qu’il
y a maintenant 3 forces ponctuelles.
Graˆce a` la syme´trie droite-gauche,
nous avons n = 1 et donc simple-
ment 5 conditions aux bords (figure
a` gauche).
Dans ce cas, les conditions aux bords de type (1) sont presque toutes applicables ici
aussi. Il suffit de tenir compte de la pre´sence du point d’auto-contact sur l’axe de syme´-
trie de la meˆme manie`re que dans les configurations de type (4). La force exerce´e par le
disque sur les re´gions de contact tige-disque est donne´e par :
kcontact = −B (κ˙ (0) + cosψ(s
⋆)κ˙ (s⋆))
b sinψ(s⋆)
On voit que cette expression est similaire a` celle des configurations de type (1) a` part qu’il
y a un terme supple´mentaire duˆ a` la pre´sence de la troisie`me force ponctuelle. Au fur et a`
mesure que ε augmente, les deux“bulbes”syme´triques se rapprochent l’un de l’autre. Dans
le meˆme temps, la zone de contact avec le disque continue de rester ponctuelle. Finalement,
pour ε ≈ 0.62 les deux “bulbes” se percutent. Ces nouvelles configurations, de type (6),
sont repre´sente´es sur la figure de droite ci-dessus. L’apparition d’un nouveau point d’auto-
contact, servant a` interdire une intersection de la tige avec elle-meˆme, signifie qu’il y a
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maintenant n = 2 morceaux. En plus des conditions aux bords classiques introduites dans
la section 3.2.2 (continuite´ l’angle θ, de la courbure κ et des forces tangentielles N), nous
devons imposer des conditions ge´ome´triques. D’une part, il faut que la position de ce
point reste commune aux deux morceaux quand ε augmente. Ceci est facilement re´gle´
en e´crivant une condition similaire a` celles pre´sente´es dans le cas des configurations de
type (3) (contact entre “bulbes”) et de type (4) (contact supe´rieur avec le disque). D’autre
part, la syme´trie droite-gauche impose aussi que la position horizontale des deux points
de contact se situent sur l’axe x = 0. Nous avons trouve´ que ces configurations a` 2 points
d’auto-contact existent jusqu’a` ε ≈ 0.71. Au dela`, le syste`me bloque et nous ne pouvons
plus trouver de solutions compatibles avec les conditions aux bords.
E´crasement en forme de champignon - Phase 7
La branche de configurations de type (6) disparaˆıt car c’est
la zone de contact tige/disque qui commence a` s’aplatir
pour former une zone de contact e´tendue. Ces configura-
tions, pour lesquelles n = 2, sont les dernie`res a` pre´senter la
syme´trie droite-gauche. Graˆce a` cette invariance, les condi-
tions aux bords de ces configurations sont similaires a` celles
de toutes les configurations pre´sente´es auparavant et sont
principalement ge´ome´triques.
Bien que nous ayons trouve´ des configurations de ce type jus-
qu’a` ε≈ 1.04, nous avons aussi de´couvert qu’elles deviennent
instables vis a` vis de nouvelles configurations asyme´triques
vers ε ≈ 0.85 (section 3.4). Cela ne veut pas dire que c’est
la fin comple`te de l’existence de solutions syme´triques. La
figure, ci-contre, montre que nous avons pu obtenir, expe´ri-
mentalement, des configurations syme´triques meˆme pour des
taux de confinement plus e´leve´s. (Les de´tails de l’expe´rience
sont fournis dans l’article joint a` la fin du chapitre)
Cependant, il semble logique de supposer que de telles configurations existent pour des
valeurs discre`tes de ε mais sont toujours instables par rapport a` d’autres configurations
non-syme´triques. Nous n’avons pas poursuivi dans cette voie, pour plutoˆt, nous concentrer
sur les premie`res configurations non-syme´triques.ependant, notre me´thode de continua-
tion de branches, en augmentant doucement ε, sugge`re que les configurations de type (7)
ne peuvent pas se connecter continuˆment a` de nouvelles configurations syme´triques pour
de plus grands confinements.
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Brisure de syme´trie - Phase 8
α2
α3
1α
α4
ξ
La disparition de la branche syme´trique ne donne aucune
information sur la forme possible des configurations asyme´-
triques qui viennent la remplacer. Nous nous sommes laisse´s
guider par l’expe´rience (voir la publication reproduite en fin
de chapitre), pour trouver ces nouvelles configurations. Nous
avons de´couvert que c’est en fait l’un des “bulbes” des confi-
gurations de type (7) qui bascule spontane´ment vers l’inte´-
rieur de l’autre “bulbe” (voir figure de gauche ci-dessus).
Cette transition vers une forme asyme´trique implique un re´-arrangement global de la tige.
Les premie`res configurations asyme´triques qui commencent a` apparaˆıtre pour ε ≈ 0.85,
contiennent n = 4 morceaux (figure de gauche). Ces morceaux {α1,α2,α3,α4} partagent
tous un point de raccord commun que nous notons ξ. En l’absence de syme´trie droite-
gauche, il suffit maintenant d’appliquer une a` une toutes les conditions aux bords de´taille´es
dans la section 3.2.2. Notons (·)αi=1,...,4(ξ , disque) les diffe´rentes variables selon qu’elles
sont e´value´es en ξ ou au point de raccord des morceaux avec les parois du disque. La
continuite´ des angles, de la courbure, des forces tangentielles et l’e´quilibre des forces
normales imposent :
θα1(ξ) = θα2(ξ) θα3(ξ) = θα4(ξ) θα3(ξ) = π + θα1(ξ)
κα1(ξ) = κα2(ξ) κα3(ξ) = κα4(ξ)
Nα1(ξ) = Nα2(ξ) Nα3(ξ) = Nα4(ξ)
Qα1(ξ) + Qα2(ξ) = Qα3(ξ) + Qα4(ξ)
La position du point de contact doit eˆtre commune a` tous les morceaux. En pratique,
cela impose des relations inte´grales sur l’angle θ. On peut, toutefois, e´crire cette condition
sous la forme suivante plus compacte :
xα1(ξ) = xα2(ξ) yα1(ξ) = yα2(ξ).
xα1(ξ) = xα3(ξ) yα1(ξ) = yα3(ξ).
xα1(ξ) = xα4(ξ) yα1(ξ) = yα4(ξ).
Les conditions de raccord entre les morceaux et les parois du disque sont donne´es par :
κα1(disque) =
1
b
κα2(disque) =
1
b
κα3(disque) =
1
b
κα4(disque) =
1
b
.
Il faut comple´ter les 18 conditions pre´ce´dentes par : i) la contrainte d’inextensibilite´ de
la tige et ii) le choix d’une origine pour les angles θ, pour disposer de 20 conditions aux
bords permettant de fermer le syste`me. Pour un taux de confinement ε = 0.85 donne
pre´cise´ment la configuration non-syme´trique pre´sente´e dans la figure associe´e.
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En faisant augmenter ε, on se rend compte que le point
de contact ξ finit rapidement par de´ge´ne´rer en une zone de
contact e´tendu et d’e´paisseur double. On peut alors mode´-
liser cette re´gion comme un seul morceau α5, en prenant
garde de multiplier sa longueur et son module de flexion
par 2 (voir section 3.2.2). Dans ce cas, les 5n = 25 conditions
aux bords sont comple`tement similaires a` celles pre´sente´es
dans le paragraphe pre´ce´dent.
Nous avons de´cide´ d’arreˆter notre e´tude de l’e´volution de la
forme de la tige avec les premiers stades du de´veloppement
de ce contact e´tendu. Il y a deux raisons pour cela :
i) Le nombre grandissant de conditions aux bords implique
la re´solution d’un syste`me a` frontie`res libres, non-line´aire et
de grande dimension. Cela repre´sente un proble`me particu-
lie`rment ardu, sujet a` des instabilite´s nume´riques devenant
de plus en plus difficiles a` controˆler.
ii) D’autre part, nous suspectons que des formes analogues a` ce dernier type de confi-
gurations persistent pour de plus grands confinements. En l’absence de friction, le bulbe
qui a bascule´ vers l’inte´rieur du disque, pour former le double morceau α5 est libre de
continuer a` s’e´paissir en s’enroulant sur lui-meˆme sous forme de spirale. C’est exactement
la meˆme chose que nous faisons dans la vie de tous les jours lorsque l’on roule un journal
ou un magazine pour le porter dans sa main (voir la figure expe´rimentale ci-dessus). Dans
ce cas, il ne faut pas s’attendre a` de nouvelles re´-organisations de la tige mais juste a` un
enroulement en spirale jusqu’a` ce que l’inte´rieur du disque soit rempli.
3.4 Proprie´te´s me´caniques
A` chaque fois que nous disposons de la forme d’une configuration, nous pouvons en
de´duire, en paralle`le, toutes ses proprie´te´s me´caniques. Par exemple, la force exerce´e par
la tige (par unite´ de longueur dans la direction transverse), sur le re´cipient est donne´e
par :
W =
Z
contact tige/disque
(K+Klocal) · nds. (3.16)
L’e´volution de W en fonction du taux de confinement ε est repre´sente´e sur la figure 3.4.
Nous remarquons que W est tre`s grand pour ε≪ 1 et donne meˆme l’impression de di-
verger. Ce comportement s’explique par la pre´sence d’une barrie`re associe´e a` l’instabilite´
de flambage qui donne naissance au premier pli. Imme´diatement apre`s la formation de ce
pli, la de´flection de la tige par rapport a` un cercle est de l’ordre de l’e´paisseur, h 6= 0, de
la tige. C’est ce parame`tre microscopique, absent dans notre mode`le uni-dimensionnel,
qui re´gularise la divergence. Une fois le premier pli initie´, W diminue jusqu’a` ce que les
configurations (4) apparaissent. Ceci s’explique par la disparition progressive des re´gions
de contact tige/disque, qui finissent meˆme par se re´duire a` des contacts ponctuels. Avec
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Fig. 3.4 – Force exerce´e par la tige sur le disque en fonction de ε. La ligne continue
repre´sente les pre´dictions nume´riques tandis que les barres correspondent aux mesures
expe´rimentales (voir article reproduit).
l’arrive´e d’une troisie`me force ponctuelle, W recommence a` augmenter. D’abord relative-
ment lente, cette augmentation devient beaucoup plus rapide avec le retour de zones de
contact e´tendues, configurations 5 a` 7. Finalement, nous observons que la transition vers
des configurations asyme´triques est accompagne´e d’un saut de W. Ceci s’explique par la
re´-organisation globale que subit la tige lors de cette transition. Nous avons compare´ ces
re´sultats nume´riques aux mesures expe´rimentales sur la figure 3.4. Les de´tails de l’expe´-
rience sont explique´s dans l’article en fin de chapitre mais nous voyons que l’accord est
excellent.
La figure 3.5 montre l’e´volution de l’e´nergie e´lastique :
Eflexion =
B
2
Z L
0
(
dθ
ds
)2
ds. (3.17)
Ce graphe permet de mettre en e´vidence le caracte`re hyste´re´tique de la transition vers
les configurations asyme´triques, caracte`re que nous avons pu ve´rifie´ expe´rimentalement,
au moins qualitativement, en secouant un peu les configurations expe´rimentales dans la
zone d’hyste´re´sis pre´dite nume´riquement. Ce point, qui n’est pas pre´cise´, dans l’article
joint renforce le bien-fonde´ des re´sultats nume´riques.
3.5 Bilan
Nous venons de voir que l’e´volution de la forme de la tige re´ve`le de´ja` une complexite´
sous-jacente inattendue, meˆme pour de faibles taux de confinement. Il existe une sur-
prenante cascade de bifuractions qui s’ache`ve par une transition vers des configurations
asyme´triques s’enroulant sur elles-meˆmes pour former une spirale. Il s’agit du re´sultat le
plus important de ce chapitre. Il est important d’avoir mis en e´vidence l’origine de ce mo-
tif spirale´ car il reviendra a` plusieurs reprises dans les chapitres suivants. La comparaison
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Fig. 3.5 – E´volution de l’e´nergie de flexion en fonction du confinement. Les formes corres-
pondantes ont e´te´ omises pour alle´ger la notation et nous ne notons que leur nume´ro. La
ligne en pointille´ montre la partie me´tastable qui correspond a` l’apparition de la solution
non-syme´trique. Les fle`ches rouges illustrent la zone d’hyste´re´sis.
avec les re´sultats expe´rimentaux (voir l’article) est excellente. Cela montre qu’une des-
cription simple en termes d’elastica est robuste et que les ingre´dients de base : e´lasticite´,
confinement et auto-e´vitement sont suffisants.
Mentionnons brie`vement deux de´veloppements possibles :
– Friction. Nous n’avons conside´re´ que des forces de re´action dirige´es selon la nor-
male n(s). Il est possible d’introduire une force de friction en ajoutant une com-
posante tangentielle de la forme |Kt| ≤ µ |Kn|. Le glissement n’est initie´ que quand
la re´action normale |Kn| = k(s) devient assez grande pour que l’e´galite´ soit at-
teinte. Dans ce cas, il faudrait remplacer l’e´quation de´quilibre (3.11) par l’e´quation
suivante :
B
[
d3φ
ds3
+
(
a +
1
2
(
dφ
ds
)2
± µdφ
ds
)
dφ
ds
]
= k(s).
Bien qu’il serait inte´ressant de voir dans quelles mesures le nouveau parame`tre µ
peut avoir une influence sur les configurations (me´tastabilite´...), la comparaison avec
les expe´riences (dans lesquelles il y a ine´vitablement de la friction) est tellement
bonne que l’on peut penser que les nouveaute´s resteront minimes. Il semble que la
pre´sence de friction n’est pas aussi primordiale que ce que l’on aurait pu penser
(cf discussion dans la section 2.2.2 du chapitre pre´ce´dent), au moins pour les petits
confinements.
– Syme´tries discre`tes du re´cipient Quelle est l’importance de la syme´trie de rota-
tion du re´cipient (disque) sur l’enchaˆınement des bifurcations que nous venons de
de´crire ? Bien que nous nous attendions a` ce que la transition vers un motif spirale´
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Fig. 3.6 – Nous pouvons remplacer le re´cipient disque par d’autres re´cipients pre´sentant
des syme´tries discre`tes ou peut-eˆtre aucune syme´trie pour voir comment sont affecte´es
les nouvelles configurations. Un re´cipient de forme polygonale permettrait de mode´liser
la croissance de la fleur Datura.
soit un phe´nome`ne robuste, il est possible que la brisure de syme´trie de rotation du
re´cipient engendre des bifurcations un peu diffe´rentes. Nous discutions dans l’intro-
duction de la feuille replie´e de Datura (section 1.3.1). L’invariance par translation
du bourgeon nous place dans une ge´ome´trie proche de la situation e´tudie´e dans ce
chapitre. Il serait inte´ressant de voir si l’on peut mode´liser la forme replie´e de la
Datura en reprenant la meˆme e´tude dans un re´cipient polygonal, plus proche de la
structure du bourgeon (figure 3.6).
57
Spiral Patterns in the Packing of Flexible Structures
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Spiral patterns are found to be a generic feature in close-packed elastic structures. We describe model
experiments of compaction of quasi-1D sheets into quasi-2D containers that allow simultaneous
quantitative measurements of mechanical forces and observation of folded configurations. Our theoretical
approach shows how the interplay between elasticity and geometry leads to a succession of bifurcations
responsible for the emergence of such patterns. Both experimental forces and shapes are also reproduced
without any adjustable parameters.
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Illustrations of tightly packed flexible structures abound
in nature from plant leaves in buds [1], insect wings in
cocoons [2], DNA in viral capsids [3], chromatin in cell
nuclei [4] to crumpled sheets [5–14] and rods [15–17].
This situation is often a consequence of the structures’ own
growth within a container or of a decrease in the available
volume. In most cases the geometrical arrangement of the
folding plays a central role in ensuring a safe deployment
[1,4]. Besides, the elastic properties of these confined
systems are further constrained by self-avoidance as well
as by the dimensionality of both structures and containers.
The interplay of these mechanisms usually yields a variety
of possible self-organized patterns [1–17]. Their complex-
ity led to approaches separating elastic forces [5,7–11,17]
and geometrical configurations [6,16,18,19]. So far, in
experiments on crumpled thin sheets [6,11,12] and rods
[16], it has remained elusive to simultaneously determine
mechanical forces and the corresponding configurations.
Here, we make these measurements possible with an inter-
mediate approach: the quasi-two-dimensional confinement
of thin sheets. Ideally, this would correspond to the folding
of an elastic rod when it is confined isotropically in a disk
of decreasing radius, or equivalently when an elastic rod
grows within a disk of fixed radius. We identify spirals as
the building block of the apparently complex patterns
observed and study in detail the generation of an isolated
spiral. In parallel, our theoretical approach accounts for
both elasticity and self-avoidance and agrees quantitatively
with experiments.
Our first experimental setup, designed in a conical ge-
ometry, is inspired by the one used to study single devel-
opable cones [8,9]. A circular sheet of typical radius 40 cm
and thickness h  0:1 mm is pulled through a circular
rigid hole of radius R of the order of 1 cm [Fig. 1(a)].
The distance Z between the pulling point and the plane of
the hole serves as a control parameter. As it is much easier
to bend the sheet than to stretch it, the sheet first assumes
the shape of a developable cone, except near the tip where
the pulling force is applied. This setup allows a quasi-one-
dimensional, isotropic confinement as: (i) a cut across the
sheet in the plane of the hole yields a rodlike one-
dimensional structure of length L  2Z, which grows
within a disk of radius R as Z is increased—the shape of
the cross section actually prescribes the shape of the whole
sheet due to the approximately self-similar conical shape.
FIG. 1 (color online). Experimental setups and patterns. We
used Mylar sheets of thickness h  0:1 mm and bending modu-
lus B  6:6104 Nm. (a) Setup for conical packing. A sheet of
radius 40 cm is pulled through a hole of radius 1 cm. (b) Typical
pattern at high confinement (p  15%). Examples of Y points
(bifurcations), C curves, and S curves are shown. (c) Typical
pattern at lower confinement (p  3%). A double-layered S
curve inside a set of C curves forming a smaller effective
container. (d) Setup for cylindrical packing. Sheets of height
H  14 cm are glued into a cylinder and introduced into a
Plexiglass container of inner radius R  2:6 cm and height
38 cm. The sheet is pushed at small velocity (0:5 mm s1)
with an aluminum disc of radius 5 cm, and the pushing force
F is recorded in a steady state (results in Fig. 3).
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(ii) It is ensured that there is no preferred direction in the
disk.
The strength of the confinement can be measured using
the ratio of a cross-sectional area to that of the hole p 
Lh=S with S  R2. When most of sheet has been pulled
through the hole, the packing fraction p can be as large as
20%. Figure 1(b) shows a deceivingly complex shape
typically observed for high confinements. However, a care-
ful glance allows one to abstract out some much simpler
well-defined patterns: (i) Y points where a stack of layers
bifurcates tangentially into two groups; (ii) curves con-
necting Y points, which can themselves be classified into
two types: C curves and S curves (with and without in-
flexion points, respectively).
Generically, S curves appear to link concave C curves
acting as a flexible shell smaller than the outer rigid disk.
These observations suggest that in order to understand
close packing, one should focus on the generation of these
elementary patterns. It is possible to isolate them during
the early stages of the packing process and Fig. 1(c) shows
an S curve, assuming a yin-yang-like shape, enclosed in a
container formed of stacks of three C curves. While the
pressure exerted on the container could be related to the
pulling force F, friction on the container and configura-
tional changes are mixed up, which results in a rather
circumvoluted interpretation of F.
Thanks to Ref. [17], we know that conical and cylindri-
cal geometries are described by the same equations except
for some slightly different developability constraints.
Besides, for large confinements, a slender cone is obvi-
ously equivalent to a cylinder. Therefore, we devised a
second experimental setup designed in a cylindrical ge-
ometry. A sheet of height H and width L is glued into a
cylinder of radius Z  L=2. With its configuration pre-
pared according to the topologies observed in the conical
geometry, the sheet is introduced inside a smaller cylindri-
cal container of radius R and let to relax to an equilibrium
shape by tapping in order to minimize the effect of friction
at the lineic self-contacts. Then the folded sheet is pushed
along the inside of the container [Fig. 1(d)]. The pushing
force F is recorded when a steady state is reached. Because
F is proportional to the mean pressure P exerted on the
container through Coulomb’s law: F  2RHP, this
new setup achieves the goal of simultaneous observation
of configurations and measurement of pressures. The dy-
namic friction coefficient   0:37 between the sheet and
the container was measured independently.
The classical theory of bending due to Bernoulli and
Euler stands as a cornerstone in elasticity theory. Within
this framework, the mechanical properties and the shape of
rods and cylindrical sheets can be determined by solving
the equation of Euler’s Elastica:
 B

d2
ds2


a2  1
2
2



 k; (1)
where  is the curvature of the rod at arclength s, B is the
bending modulus, a is an undetermined constant of inte-
gration, and k represents the external normal forces.
However, the obvious physical constraint of self-avoidance
gives rise to many complications in the prescription of
suitable boundary conditions. Also, since the position
and nature of these contacts is not known a priori, the
formulation results in a nonlinear free-boundary problem.
The boundary conditions necessary to close this formula-
tion are determined at all n Y points that may be present in
the rod and can be separated into two kinds: (i) local
mechanical equilibrium. Because of torque and tangential
forces equilibrium, the curvature  is continuous all along
the rod and the constants ai fi  1; . . . ; ng satisfy simple
algebraic relations. The exact form of these compatibility
equations depends on the nature of the Y point considered
(localized or extended contact between curves) but always
stems from tangential forces equilibrium. On the other
hand, normal forces are proportional to local changes in
curvature and provide a set of relations between the values
of the curvature derivative 0 just before and after Y points.
In this case one also needs to include other normal forces
that may come from self-contacts or from the container
itself. (ii) Geometrical self-avoidance. Regions of the rod
that are initially far away from each other may end up in
close vicinity during the packing process. In order to
account for the impossibility of self-intersections in such
regions, we require that whenever two (or more) points
become in contact, they are bound together sharing a
common position whose global location is otherwise free
to move. Also, extended regions of contact are described
by a new C or S curve whose thickness is adjusted accord-
ing to the number of layers of which this region is made up.
The numerical resolution involves a shooting and branch
tracking method. We start with a set of 5n shooting pa-
rameters: fi; i; 0i; ai; ‘igi1;...;n, where  stands for the
angle of the tangent to the rod with a constant direction
(d=ds  ) and ‘i is the length between two consecutive
Y points. Some of these parameters can be derived directly
from the boundary conditions specified above, otherwise
initial guesses are made for the remaining ones. The dif-
ference between their values and the desired boundary
values at the other end of the integration interval is set up
as a function which zeros are found with a Newton method.
Eventually, this procedure yields the configurations of the
sheet from which the corresponding mean pressures on the
container can be extracted.
Now we describe the successive phases leading to the
generation of spirals during the packing process. We com-
pare the experiments and the numerics as the ratio between
the excess perimeter of the cylindrical sheet and the pe-
rimeter of the container   Z R=R  L 2R=
2R is increased. For low confinements, a symmetrical
fold [Fig. 2(a) and 2(b)] grows inwards until its extremities
become diametrically opposed. A first bifurcation occurs at
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  0:23 and the contact between the sheet and the con-
tainer reduces to two diametrically opposed points (inset 2
of Fig. 3). Then at   0:25, a first self-contact appears
between the inward fold and the C curve. As  is increased,
this contact point is driven back toward the disk and finally
reaches it, thereby creating rather peculiar configurations
displaying 3 localized contacts with their container, which
exist in the range 0:31< < 0:39 (inset 4 of Fig. 3). This
additional support leads to an increase in the external
pressure although the gap between the two C curves and
the disk is too thin to be observed experimentally.
Eventually these C curves come back in contact with the
container leaving only two symmetrical S curves con-
nected through a contact point with the disk, for 0:39<
< 0:62 [Fig. 2(a) and 2(b)]. A second self-contact ap-
pears at   0:62 [Fig. 2(a) and 2(b)]. Above   0:71, the
lower contact point flattens out into an extended zone of
self-contact (inset 7 of Fig. 3). While configurations with
an axis of symmetry disappear at   1:04, asymmetric
configurations may appear above   0:85 [Fig. 2(c) and
2(d)]: a lower bump of one S curve suddenly dives into the
convex part of the second S curve forcing the lower self-
contact to slide away from its symmetrical position. The
transition between the two types of configurations is thus
hysteretic. At this point, we observe experimentally that
the inner S curve begins to rotate surrounding itself by
spiral layers of C curves [Fig. 1(c)]. While the size of the
outer loop (formed by the remaining S curve) decreases, a
yin-yang-like shape embedded in an effective spiral con-
tainer promptly develops [Fig. 2(e)]. When multiple turns
have been completed, the outermost layer of theC curves is
almost a circle and the pattern is formed of an S curve
surrounded by a spiral of pitch equal to the thickness of the
sheet h. The shape of the S curve can easily be determined
numerically and is shown in Fig. 2(f). The pressures com-
puted numerically are in good agreement with the experi-
mental values (Fig. 3).
In three dimensions, the uniform close packing of a rod
yields an optimal helix with a pitch and a radius propor-
tional to the thickness of the rod [18,19]. In two dimen-
sions, we propose that the optimal packing of a rod yields a
spiral of pitch equal to the thickness of the rod h, one of the
rod extremities being at the center of the spiral. This tiling
is optimal because the only unoccupied region is the core
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FIG. 3. Mean pressure as a function of confinement for cylin-
drical packing. The pressure is given in units of B=R3. Diamonds
correspond to experimental measurements and lines to theoreti-
cal results. The dashed line corresponds to metastable asymmet-
ric configurations reflecting the hysteretic character of the
transition; the cross signals a termination of the asymmetric
branch. Vertical dashed lines correspond to separations between
different types of numerical configurations shown as insets
numbered from 1 to 9. Single contacts with the container are
labeled with force vectors; lineic contacts with the container are
delimited by disks.
(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
FIG. 2. Configurations for cylindrical packing. Experiments
(left) and numerics (right) are almost indistiguishable. (a),
(b) Symmetric configurations with no self-contact (  0:016,
short dashed line), one self-contact point (  0:31, continuous
line), and two self-contact points (  0:66, long dashed line).
(c), (d) First asymmetric configuration for   0:85. The S curve
and the surrounding C curves form a yin-yang-like pattern.
(e) Yin-yang pattern at high confinement   9:4. The thick C
curves are formed of 10 layers. (f) Numerical shape of the S
curve in the yin-yang pattern for very large confinements. In this
case, the C curves form a rigid circular effective container.
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of the spiral, which area is of the order of h2. Indeed, this
geometrical construction naturally arises in our experi-
ments on cylindrical sheets. However, a yin-yang pattern
[Fig. 2(e)] is found in the core because a cross section of
the sheet does not have any extremity inside the core;
moreover, the radius of the core is in general much larger
than h because of the high elastic cost of bending the sheet
on such a small scale.
Now we turn to the estimation of the pressure needed to
maintain such a structure within a surface of area S  R2
in terms of the packing ratio p  Lh=S. The area of the
core is approximately the difference between S and the
area occupied by the sheet Lh. Therefore, the radius of the
core is given by Rc 
S Lh=p . Its bending energy is
proportional to B=Rc:
 ES curve  


p
B
S
p 1
1 pp ; (2)
where   17:44 is the nondimensioned energy of the S
curve as found numerically [Fig. 2(f)]. Besides, the radius
of curvature of the spiral increases by an amount of h each
time a new layer surrounds the inner core:
 
1
 
h
2


S Lh

s
(3)
in terms of the polar angle . Integrating the square of the
curvature , we obtain the elastic energy of the spiral:
 Espiral 
B
2h
ln
1
1 p : (4)
From this, one can compute the total bending energy (per
unit height) E  Espiral  ES curve and thus the mechanical
pressure P  @E=@S,
 P  B
2hS
p
1 p 


p
B
2S3=2
1
1 p3=2 : (5)
This expression matches a simple scaling P BL=S2 at
low packing ratio (p  Lh=S 1) to a nontrivial diver-
gence when p 1 because of the high energetic cost of the
core. This equation successfully reproduces the experi-
mental measurements for spiral configurations with pack-
ing ratios p as large as 15% (such as in Fig. 2(e)].
In this Letter we showed how spirals are generated from
a sequence of bifurcations. In an ideal system we would
expect only one spiral. However, in real situations, friction
between layers of C curves kicks in for higher confine-
ments and tends to freeze the C curves into an effective
thicker and more rigid sheet. This creates effective contain-
ers within which the same sequence is repeated, generating
new spiraling patterns. While the underlying individual
pockets still grow in a spiral fashion, an apparently com-
plex pattern emerges from this cascade of bifurcations
[Fig. 1(b)]. Although we investigated a simplified geome-
try for packing, our results have a wider scope because they
are based on the key ingredients of elasticity and self-
avoidance. Indeed, for the more complex packing of 2D
elastic sheets in 3D containers, a cut through a crumpled
ball of paper yields 1D curves, the topology of which could
correspond to an assembly of spirals. This is the subject of
work in progress.
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4
E´mergence de la Complexite´
Motivations Le diagramme de phase pre´sente´ dans le chapitre pre´ce´dent
re´ve`le une richesse assez e´tonnante de configurations possibles pour des taux de
compactions pourtant faibles : Il ne s’agit apre`s tout que des premie`res e´tapes
post-flambage. Cette observation sugge`re une forte croissance du nombre d’e´tats
possibles au fur et a` mesure que le taux de compaction augmente. La figure
expe´rimentale ci-dessous confirme d’ailleurs visuellement l’e´normite´ de l’espace
des phases accessibles.
Le paysage e´nerge´tique associe´ a` une tige confine´e est extre`mement complexe.
Une question vient alors imme´diatement a` l’esprit : Existe-t’il une mesure sous-
jacente qui attribue un poids statistique aux diffe´rentes configurations re´alisables ?
Un e´chantillonage syste´matique de l’espace des phases permet d’aborder cette
question.
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Fig. 4.1 – a) Illustration de l’expe´rience de compaction isotrope d’une feuille de mylar.
b) Graˆce a` l’invariance de la forme dans la direction verticale, une coupe horizontale
de la feuille dans le plan du trou donne une tige “effective” confine´e dans un disque.
Remarquons l’extreˆme complexite´ de la configuration.
4.1 Description de l’expe´rience associe´e
Commenc¸ons par de´crire brie`vement le dispositif expe´rimental qui a motive´ les simula-
tions nume´riques que nous avons de´veloppe´es. Le principe de l’expe´rience est base´ sur une
ide´e tre`s simple mais astucieuse. Une feuille de mylar initialement circulaire de rayon Z
et d’e´paisseur h ≪ Z est attache´e, en son centre, a` un bras me´canique. Ce bras permet
de tirer la feuille vers le haut en lui appliquant une force dans la direction verticale. La
force de tirage, F, est mesure´e a` l’aide d’un dynamome`tre. Au repos, la feuille adopte une
forme similaire a` celle d’un drap suspendu dont la ge´ome´trie est identique a` celle d’un
coˆne de´veloppable [99] (et cf section 1.3.3). L’ide´e est alors de tirer la feuille d’une certaine
distance R vers le haut, en la forc¸ant a` passer a` travers le trou circulaire de rayon b≪ Z
(figure 4.1 a). La ge´ome´trie conique du dispositif expe´rimental implique une invariance
d’e´chelle de la forme de la feuille dans la direction verticale. Dans le plan du trou, la forme
de la feuille devient e´quivalente a` celle d’une tige de longueur 2πR confine´e a` l’inte´rieur
d’un disque de rayon b. Un exemple typique de tiges “effectives” obtenues est pre´sente´ sur
la figure 4.1 b. Cette nouvelle expe´rience pre´sente deux proprie´te´s remarquables :
– Confinement isotrope. Contrairement aux expe´riences de compaction discute´es
dans la section 1.3.4, cette me´thode de confinement de tiges “effectives” ne fait
pas intervenir de directions d’injection privile´gie´es.
– Couplage ge´ome´trie-me´canique. Graˆce a` la mesure de F et a` la visualisation des
tiges dans le plan du trou, il est possible d’e´tudier simultane´ment les proprie´te´s
me´caniques et ge´ome´triques des tiges confine´es.
Pour obtenir plus d’information sur les de´tails techniques de cette expe´rience, nous ren-
voyons le lecteur a` la re´fe´rence [100]. En ce qui nous concerne, nous reviendrons sur les
re´sultats de l’expe´rience au cours de la section 4.4 pour les comparer a` ceux de notre
propre “expe´rience” nume´rique.
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4.2 Une “expe´rience” nume´rique
4.2.1 Introduction
La figure 4.1 b annonce clairement la couleur. Nous avions commence´ a` percevoir cette
possibilite´ pendant l’interminable cascade de bifurcations du chapitre pre´ce´dent mais il
n’y a, maintenant, plus aucun doute : au fur et a` mesure que le taux de confinement
augmente, les configurations se complexifient rapidement. Cette figure montre aussi que
la configuration “spirale”, bien qu’e´tant peut-eˆtre optimale, est en fait loin de repre´senter
le seul e´tat possible. Il serait suicidaire de penser que notre premie`re approche, base´e sur
la re´solution des e´quations de Kirchhoff, a une chance d’eˆtre fructueuse dans ce nouveau
re´gime. Une nouvelle strate´gie, plus adapte´e, doit eˆtre envisage´e de manie`re a` e´tudier des
taux de confinements plus e´leve´s que ceux traite´s dans le chapitre pre´ce´dent.
Devant cette e´mergence de complexite´ dans la forme des configurations, c’est une
approche statistique que nous avons choisi de privile´gier. En nous inspirant de la notion
de structures inhe´rentes introduite dans la section 2.2 dans le contexte des syste`mes
vitreux, nous avons mis en place une expe´rience nume´rique destine´e a` explorer le paysage
e´nerge´tique des configurations. La ligne directrice que nous allons suivre au cours de ce
chapitre est donc la suivante : i) De´velopper une formulation en termes d’e´nergie. ii) E´crire
un algorithme de minimisation. iii) Proce´der a` une analyse statistique des configurations.
Plutoˆt que d’essayer de mode´liser, point par point, l’expe´rience de´crite dans la section
pre´ce´dente, nous avons de´cide´ de mettre en place un mode`le ne faisant appel qu’a` un
nombre minimal d’ingre´dients physiques. Nous finirons ce chapitre par une comparaison
entre les deux expe´riences, l’expe´rience nume´rique et celle de la figure 4.1 a, pour de´gager
un comportement robuste de certaines proprie´te´s statistiques de la tige.
4.2.2 E´nergie de la tige confine´e
De manie`re a` rester fide`le avec la notation des chapitres pre´ce´dents, nous continuons a`
noter R(s) ∈R2 le vecteur position de la tige, L sa longueur totale et B son module de ri-
gidite´. Toutefois, contrairement au chapitre pre´ce´dent, nous allons maintenant conside´rer
des tiges ouvertes, c’est a` dire R(0) 6= R(L), plutoˆt que des tiges ferme´es. Dans l’op-
tique d’e´tudier le paysage e´nerge´tique d’une tige e´lastique confine´e, voila` la fonctionnelle
d’e´nergie totale que nous proposons :
Etotal [R(s)] =
B
2
Z L
0
(
d2R
ds2
)2
ds +
λ
2
Z L
0
R2ds +“Interaction cœur dur”. (4.1)
Il s’agit bien d’un mode`le minimal car cette formulation ne fait intervenir que trois in-
gre´dients dont les interpre´tations physiques respectives sont :
– Flexion. Le premier terme, parame´tre´ par B, correspond simplement a` l’e´nergie de
flexion de la tige en e´lasticite´ line´aire (cf e´quation (2.33)).
– Confinement. Nous avons choisi de repre´senter le confinement en plongeant la tige
a` l’inte´rieur d’un potentiel quadratique d’intensite´ λ centre´ sur l’origine R = 0. Ce
terme est proportionnel au rayon de gyration Rg de´fini par :
R2g =
1
L
Z L
0
R2 ds. (4.2)
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On voit alors que le parame`tre λ, homoge`ne a` une pression, permet de controˆler
l’extension spatiale moyenne accessible a` la tige. Cette mode´lisation est assez dif-
fe´rente de ce qui se passe dans l’expe´rience de compaction de´crite dans la section
pre´ce´dente puisque nous n’imposons pas la pre´sence de murs rigides (le trou de
rayon b). Nous reviendrons sur ce point a` la fin de ce chapitre.
– Auto-e´vitement. Le terme note´, formellement, “Interaction cœur dur” dans la fonc-
tionnelle (4.1) repre´sente une interaction non-locale et isotrope qui permet d’e´limi-
ner les auto-intersections. On peut le repre´senter de la manie`re suivante :
“Interaction cœur dur”= lim
ω→+∞
ω
2
ZZ
ds1ds2 δ(R(s1)−R(s2)). (4.3)
Ce terme est toujours nul sauf quand il y a un croisement de la tige avec elle-
meˆme, c’est a` dire R(s1) = R(s2), auquel cas il devient infini et fait diverger Etotal.
Comme nous allons de´velopper un algorithme de minimisation de cette e´nergie, le
terme d’auto-e´vitement introduit une discontinuite´ dans le paysage e´nerge´tique qui
fait que les configurations contenant une auto-intersection seront rejete´es lors de la
minimisation. La technique de de´tection d’auto-intersections est de´taille´e dans la
section 4.2.5.
En l’absence de confinement (λ= 0), le minimum de l’e´nergie (4.1) correspond simplement
a` une tige toute droite pour laquelle Etotal = 0. Quand λ > 0, il commence a` y avoir une
compe´tition entre l’e´nergie de flexion et l’e´nergie de confinement puisque les deux termes
ont des effets antagonistes. Le module de rigidite´ essaye de maintenir la tige droite mais
le terme de confinement rend cela impossible car il impose une extension spatiale finie
devenant de plus en plus petite au fur et a` mesure que λ augmente. Cela signifie qu’il
existe un rapport critique entre les parame`tres λ et B au dela` duquel la tige subit une
instabilite´ de flambage (cf section 2.4) et commence a` se de´former. Nous avons de´termine´
ce seuil de flambage par une analyse de stabilite´ line´aire des e´quations d’Euler-Lagrange
de la fonctionnelle (4.1). Les de´tails du calcul sont pre´sente´s dans l’appendice 7.1 et
donnent la valeur du seuil de flambage :(
λ
B
)∣∣∣∣
critique
≈ 10.5
L4
. (4.4)
Si l’on continue a` augmenter le rapport λ/B au dela` de la valeur seuil calcule´e ci-dessus,
la tige subit de grandes de´formations et la contrainte de non-interpe´ne´trabilite´ finit par
donner naissance a` des re´gions d’auto-contact pour former une structure plisse´e complexe.
Bien que nous nous inte´ressions a` ce re´gime post-flambage, l’e´quation (4.4) est importante
car elle fait apparaˆıtre une e´chelle de longueur caracte´ristique :
ℓcritique ≈ 1.8
(
λ
B
)−1/4
(4.5)
Pour un rapport λ/B donne´, ℓcritique est une estimation de l’extension line´aire accessible
a` la tige puisque les longueurs supe´rieures ont de´ja` franchi le seuil de flambage et com-
mencent a` se replier vers le centre.
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Fig. 4.2 – Formes initiales ale´atoires ge´ne´re´es avec D = 700. Les unite´s sont renormali-
se´es par la longueur totale de la tige L.
4.2.3 Discre´tisation
De manie`re a` rendre l’expression de l’e´nergie de la tige manipulable nume´riquement,
nous devons, dans un premier temps, redimensionner toutes les variables pour travailler
avec des quantite´s adimensionne´es. Nous allons donc effectuer les transformations sui-
vantes :
R˜ =
R
L
, s˜ =
s
L
, E˜ =
2LE
B
, Λ =
λL4
B
,
Comme dans les chapitres pre´ce´dents, la courbure de la tige est de´finie par :
κ˜ = Lκ(s˜) =
dθ
ds˜
=
d2R˜
ds˜2
(4.6)
ou` θ(s˜) est l’angle entre la tangente au point s˜ et une direction fixe. Ces changements de
variables permettent de re´-e´crire l’e´nergie totale de la tige sous la forme adimensionne´e
suivante :
E˜ =
Z 1
0
(
dθ
ds˜
)2
ds˜ + Λ
Z 1
0
R˜2ds˜ +“Interaction cœur dur”. (4.7)
Nous discre´tisons ensuite la tige en N segments joignant les N + 1 points formant la
tige : {(x1, y1), ..., (xN+1, yN+1)}. Cela donne :
E˜ = N
N−1
∑
i=1
(θi+1− θi)2 + ΛN
N+1
∑
i=1
(
x˜2i + y˜
2
i
)2
+“Interaction cœur dur”. (4.8)
C’est cette expression que nous allons utiliser pour e´valuer nume´riquement l’e´nergie de
la tige en utilisant les angles θi comme degre´s de liberte´.
4.2.4 Configurations initiales
L’e´tape suivante dans la mise en place de notre expe´rience nume´rique consiste a` e´qui-
per la fonctionnelle d’e´nergie (4.8) de conditions initiales bruite´es. Il est, en effet, primor-
dial d’introduire du de´sordre dans les configurations initiales pour se donner une chance
d’explorer un e´chantillon repre´sentatif d’e´tats me´tastables lors de l’e´tape de minimisa-
tion. Nous avons choisi de construire les formes initiales ale´atoires en imposant un bruit
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2
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Fig. 4.3 – Le triplet de points {ψ1,ψ2,ψ3} est dans le sens trigonome´trique.
blanc sur la diffe´rence θi+1− θi. De cette manie`re, en revenant a` la limite continue, nous
obtenons un bruit blanc sur la courbure de la tige :
〈R′′(s)〉 = 0,
〈R′′(s1)R′′(s2)〉 = 2Dδ(s1− s2),
Comme l’e´nergie de flexion est elle-meˆme proportionnelle a` la courbure, cela signifie que
les configurations initiales ont un bruit blanc sur leur e´nergie de flexion. L’intensite´, D,
de ce bruit ne peut pas de´passer une valeur maximale Dmax ≈ 750 au dessus de laquelle,
des auto-intersections commencent a` eˆtre ge´ne´re´es dans les conditions initiales. Une fois
qu’une configuration est construite, nous calculons son barycentre pour le placer a` l’ori-
gine du potentiel exte´rieur R = 0 en translatant la tige entie`re. Dans cette position, les
conditions initiales sont en situation d’attente, preˆtes a` eˆtre minimise´es quand nous de´ci-
derons d’imposer un confinement Λ > 0. Un exemple de configurations initiales typiques
que nous avons utilise´ est pre´sente´ sur la figure 4.2.
4.2.5 La question des auto–intersections
Pour les taux de compaction que nous souhaitons e´tudier, des parties de la tige ini-
tialement e´loigne´es vont ine´vitablement se retrouver tre`s proches les unes des autres et
cre´er des auto-intersections lors de l’e´tape de minimisation. Typiquement, le temps de
calcul pour de´terminer la pre´sence d’une auto-intersection sur une tige discre´tise´e en N
segments grandit comme O(N2) car il faut tester chaque paire de segments. Nous avons
mis en place deux astuces ge´ome´triques pour tenter de re´duire ce temps de calcul.
Intersection entre deux segments Comment de´tecter une intersection entre deux seg-
ments ? La technique la plus directe consiste a` prolonger chaque segment selon une droite
jusqu’a` ce que ces deux droites finissent par se croiser. Une fois la position {xint, yint} de ce
point calcule´e, il suffit de ve´rifier si ce point est contenu dans au moins l’un des deux seg-
ments, auquel cas les deux segments se croisent. Il s’agit pourtant d’un test qui demande
plusieurs ope´rations nume´riques ce qui multiplie le risque d’erreurs. C’est pourquoi nous
n’avons pas utilise´ un test de ce type mais un test ge´ome´trique plus simple issu de la
ge´ome´trie algorithmique [101].
Conside´rons trois points ψ1 = (x1, y1), ψ2 = (x2, y2) et ψ3 = (x3, y3) donne´s dans
cet ordre (voir figure 4.3). Ces points sont dans le sens trigonome´trique si la pente de la
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ligne
←−→
ψ1ψ2 est plus petite que la pente de la ligne
←−→
ψ1ψ3, c’est a` dire :
sens trigonome´trique⇐⇒ (x2− x1)(y3− y1)− (x3− x1)(y2− y1) > 0.
Si l’ine´galite´ est inverse´e alors le triplet est oriente´ dans le sens anti-trigonome´trique. Ce
test est donc e´quivalent a` un test sur le signe du de´terminant ∆(ψ1,ψ2,ψ3) :
∆(ψ1,ψ2,ψ3) =
∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1
1 x2 y2
1 x3 y3
∣∣∣∣∣∣ .
Le signe de ∆(ψ1,ψ2,ψ3) nous renseigne alors sur l’orientation relative des trois points
puisqu’il correspond a` la direction du produit vectoriel entre
−−→
ψ1ψ2 et
−−→
ψ1ψ3. On peut
formaliser ce test en de´finissant la fonction boole´enne :
Ω(ψ1,ψ2,ψ3) = sgn [∆(ψ1,ψ2,ψ3)] =
{
+1 “trigonome´trique”
−1 “anti-trigonome´trique”
Le cas ∆(ψ1,ψ2,ψ3) = 0 correspond a` une de´ge´ne´rescence qui se pre´sente quand les 3
points sont exactement aligne´s. En utilisant une pre´cision nume´rique “double”, ce cas de
figure ne s’est jamais pre´sente´ et ne nous a donc pas pose´ de proble`me en pratique. Nous
allons maintenant utiliser cette fonction Ω pour de´terminer si deux segments se croisent.
Conside´rons quatre points {ψ1,ψ2,ψ3,ψ4}. Les segments ψ1ψ2 et ψ3ψ4 ne peuvent se
croiser que si les deux conditions suivantes sont simultane´ment satisfaites :
– les extre´mite´s ψ1 et ψ2 sont situe´s de cote´s oppose´s de la ligne
←−→
ψ3ψ4,
– les extre´mite´s ψ3 et ψ4 sont situe´s de cote´s oppose´s de la ligne
←−→
ψ1ψ2.
Il suffit alors de remarquer que les points ψ1 et ψ2 se trouvent de coˆte´s oppose´s de
la ligne
←−→
ψ3ψ4 si et seulement si les triplets {ψ3,ψ4,ψ1} et {ψ3,ψ4,ψ2} sont dans des
orientations diffe´rentes. En utilisant les syme´tries par permutation du de´terminant, on
peut re´-e´crire cette condition sous forme d’une proposition logique :
[ Ω(ψ1,ψ3,ψ4) 6= Ω(ψ2,ψ3,ψ4) ] =


1 vrai =⇒ ψ1 et ψ2 sont de coˆte´s
oppose´s de la ligne
←−→
ψ3ψ4
0 faux
De´cider du statut de deux segments (intersection ou pas d’intersection) entre deux seg-
ments se rame`ne donc a` :
Intersection (ψ1,ψ2;ψ3,ψ4)
If {
[Ω(ψ1,ψ3,ψ4) 6= Ω(ψ2,ψ3,ψ4)]∧ [Ω(ψ1,ψ2,ψ3) 6= Ω(ψ2,ψ3,ψ4)] = 1
Print ✓ Il y a intersection ✔ }
Otherwise : Pas d’intersection
Le symbole ∧ repre´sente l’ope´rateur boole´en“ET”dont la table de ve´rite´ est simplement :
0∧ 0 = 0, 0∧ 1 = 1∧ 0 = 0, 1∧ 1 = 1.
Cette me´thode peut paraˆıtre un peu acade´mique mais elle permet de se ramener a` une
suite d’ope´rations de pure logique permettant de minimiser le risque d’erreurs nume´-
riques. Comme la de´tection d’intersection est un point central et de´licat de l’expe´rience
nume´rique, il e´tait important de se munir d’une technique robuste.
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a) b)
(2)
(1)
Segments à sauter
Fig. 4.4 – a) Illustration de l’astuce ge´ome´trique permettant de sauter n = dL/N seg-
ments. b) De´finition de l’angle α dans une zone d’auto-contact.
Re´duction du nombre de tests Maintenant que nous disposons d’un test fiable pour
de´terminer si des segments se croisent, prenons deux segments (1) et (2) au hasard le
long de la tige. Supposons que le test pre´ce´dent indique que ces deux segments ne se
croisent pas. Notons d la distance minimale entre (1) et (2) (figure 4.4 a). Puisque les
segments consituant la tige discre´tise´e sont tous connecte´s les uns aux autres sous forme
d’une chaˆınette, il est e´vident que meˆme si tous les segments apre`s (2) revenaient tout droit
vers (1), il y a un nombre n = dL/N de segments qui sont ge´ome´triquement trop loin pour
pouvoir croiser (1). On peut donc sauter n segments a` partir de (2) et recommencer un
nouveau test d’intersection beaucoup plus loin le long de la tige sans avoir rate´ une auto-
intersection. Bien que cette astuce ne change pas la croissance en O(N2) de la proce´dure,
nous avons vu qu’elle permet, en pratique, des de´tections non seulement beaucoup plus
rapides que le test “brute force” mais aussi du meˆme niveau que des algorithmes plus
complexes de type “sweep-line” [101] dont le temps de calcul grandit comme O(N log N).
Nous utiliserons N = 300 par la suite ce qui permet de re´soudre des longueurs minimales≈
0.003L.
4.2.6 Minimisation de l’e´nergie
Nous disposons maintenant de tous les outils ne´cessaires pour de´clencher la proce´dure
de confinenement de la tige. Nous avons choisi d’augmenter brusquement Λ en partant
de 0 (configurations initiales) pour aller directement a` une valeur Λfinal > 0. Cette proce´-
dure est analogue a` une trempe (“quenching”) d’un e´tat libre vers un e´tat confine´. Pour
des raisons pratiques, le choix de Λfinal est assez restreint. D’une part, nous voulons que
les tiges se replient suffisament pour former des motifs complexes : cette condition exclue
des valeurs plus petites que, typiquement, Λfinal ≈ 104. D’autre part, nous ne pouvons pas
choisir des valeurs trop grandes sans risquer de fausser les re´sultats en introduisant des
effets de taille finie duˆs a` la discre´tisation de la tige. En pratique, nous avons travaille´
principalement avec Λfinal = 7× 105.
Il existe une deuxie`me possibilie´ d’initier le confinement. Nous pourrions passer
continuˆment et tre`s doucement de Λ = 0 a` Λfinal (“annealing”). Dans ce cas, on
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s’attend a` ce que les configurations initiales convergent toutes vers l’e´tat fonda-
mental et cette proce´dure ne permet pas d’explorer un grand nombre de minima
locaux du paysage e´nerge´tique. C’est effectivement ce que nous avons ve´rifie´.
Cependant, nous pre´fe´rons reporter cette discussion a` la conclusion ou` nous re-
viendrons en de´tail sur les proprie´te´s de l’e´tat fondamental.
Une fois une valeur Λfinal se´lectionne´e, la question d’explorer le paysage e´nerge´tique de
la fonctionnelle (4.8) se re´duit a` un proble`me d’optimisation dans un espace a` N = 300
dimensions. A` cause des discontinuite´s introduites par la contrainte d’auto-e´vitement, la
recherche de minima, meˆmes locaux, est toujours un proble`me difficile car on ne peut
pas utiliser les techniques traditionnelles telle que la me´thode du gradient conjugue´.
Nous avons trouve´ que, dans notre cas, l’algorithme de Powell e´tait relativement bien
adapte´ [102]. L’ensemble des directions de recherche est adaptatif : il s’optimise dynami-
quement de manie`re a` favoriser une convergence plus rapide en ge´ne´rant un ensemble de
directions conjugue´es. De`s qu’un minimum local a e´te´ localise´, nous re´-exe´cutons 10 fois
la proce´dure de minimisation de manie`re a` s’assurer de la robustesse du minimum et a`
affiner sa pre´cision nume´rique. Aussi, dans le souci de maximiser nos chances d’explorer
des minima tre`s diffe´rents, nous re´-initialisons re´gulie`rement les directions de recherche
en les remplac¸ant par des directions ale´atoires.
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente que si nous de´tectons la pre´sence d’une
auto-intersection, l’e´nergie de la configuration correspondante est fixe´e a` un nombre ar-
bitrairement grand. Cette solution est alors naturellement rejete´e par l’algorithme de
minimisation qui poursuit sa route dans une autre direction. Cependant, la pre´sence
de zones d’auto-contact fait apparaˆıtre une nouvelle complication. En effet, le potentiel
de confinement e´tant central, il arrive qu’une partie de la tige tente de se rapprocher
de R = 0 mais se retrouve coince´e derrie`re une autre partie, plus proche, qui lui bloque le
chemin (“stiff modes”). La se´ve´rite´ de ce proble`me de´pend de l’intensite´ du confinement
et donc de l’exposant utilise´. Cela explique, a posteriori, notre de´cision de mode´liser le
confinement par un potentiel quadratique ∝ R2, c’est a` dire relativement “mou”. Si l’on
essaye de rendre le potentiel plus “dur” en augmentant l’exposant, la situation devient de
plus en plus critique et nous nous retrouvons face a` de nouvelles instabilite´s nume´riques.
Cela est duˆ au fait que la proce´dure de minimisation va toujours tenter de minimiser
l’e´nergie totale de la tige en rapprochant la partie coince´e du centre et, ce faisant, rentre
dans une boucle ne ge´ne´rant que des configurations auto-intersectantes. L’algorithme ne
peut plus sortir de cette boucle et devient sujet a` des instabilite´s (erreurs d’arrondi par
exemple...) qui mettent en pe´ril la suite de la minimisation. Nous avons reme´die´ a` ce
proble`me en proposant un traitement phe´nome´nologique des zones d’auto-contact. Une
de´termination “microscopique” des forces de friction est, toutefois, en contradiction avec
notre approche base´e sur une formulation e´nerge´tique. Nous avons donc de´cide´ de mode´-
liser les interactions dans les zones de contact par une e´nergie “ne´matique” de la forme
Eauto-contact = u sin
2α ou` u est un parame`tre sans dimension et α est l’angle entre deux
segments qui se touchent (figure 4.4 b). Nous avons choisi u dans une feneˆtre entre 50
et 150. Toutefois, dans le re´gime de confinement atteignable nume´riquement, la valeur
pre´cise de u ne semble pas avoir d’importance sur la forme des configurations obtenues.
Nous retrouverons et justifierons cette interaction ge´ome´trique dans le chapitre suivant.
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Fig. 4.5 – Illustration de quelques configurations correspondant a` des minima locaux de
l’e´nergie pour Λ = 7× 105 et D = 700.
Dans la situation pre´sente, Eauto-contact joue le roˆle d’une force de frottement “effective”
permettant de de´stabiliser les configurations bloque´es en les aidant a` s’auto-aligner loca-
lement. Cette contribution n’est incluse que 2 fois parmi les 10 minimisations effectue´es
et sa forme pre´cise est oublie´e lors des autres minimisations.
4.3 Analyse statistique des configurations
Une fois mene´e a` bout, cette expe´rience nume´rique permet d’obtenir des configurations
correspondant a` des minima locaux de la fonctionnelle d’e´nergie (4.8). Malgre´ les astuces
ge´ome´triques de la section 4.2.5 permettant une simplification de la de´tection d’auto-
intersections, la proce´dure entie`re reste lourde puisqu’il faut compter plusieurs heures de
calcul pour trouver une configuration acceptable. (La majorite´ des calculs nume´riques a
e´te´ effectue´e sur un ordinateur iMac Intel Core 2 Duo 2,66 GHz.) Une illustration des
configurations obtenues est pre´sente´e sur la figure 4.5. Une rapide inspection visuelle
montre de´ja` que nous avons bien atteint notre objectif : les configurations sont bien plus
complexes que celles pre´sente´es dans le chapitre pre´ce´dent mais elles sont aussi assez
diffe´rentes les unes des autres. Remarquons qu’elles sont nettement moins compactes
que les configurations typiquement obtenues dans l’expe´rience de´crite dans la premie`re
section de ce chapitre (comparer figure 4.1 et figure 4.5). Pour les raisons explique´es dans
la section 4.2.6, nous avons principalement axe´ nos simulations sur les configurations
correspondants au jeu de parame`tres {Λfinal = 7× 105 , D = 700}, pour lequel nous avons
obtenu 252 configurations inde´pendantes.
Nous avions vu dans la section 1.3.3 que la plupart des travaux portant sur le confi-
nement de surfaces (boulettes de papier froisse´ par exemple) font appel a` une description
statistique des proprie´te´s des plis, c’est a` dire en termes de fonctions de densite´ de pro-
babilite´. Graˆce aux configurations produites par l’expe´rience nume´rique, nous sommes en
mesure d’engager ce type d’analyse dans le cas d’une tige e´lastique confine´e en 2D. Dans
la suite nous abre`gerons “fonction de densite´ de probabilite´” par la notation PDF pour
“Probability Density Function”. Que faut il mesurer maintenant ? Nous allons commencer
par quelques mesures globales pour s’assurer de la bonne convergence des simulations
avant de nous inte´resser a` une sous-structure particulie`re sugge´re´e par les re´sultats du
chapitre 3.
72
Fig. 4.6 – Densite´ de probabilite´ du rayon de gyration Rg adimensionne´ par la longueur L
des tiges.
4.3.1 Premie`res observations
Rayon de gyration Commenc¸ons par regarder la PDF du rayon de gyration, Rg, des
configurations. Cette quantite´ donne une approximation de la taille line´aire caracte´ristique
accessible aux configurations et est de´finie par l’e´quation (4.2). En variable adimensionne´e
(cf section 4.2.3), cela donne :
Rg
L
=
√Z 1
0
R˜2ds˜.
Le figure 4.6 repre´sente la PDF de Rg/L moyenne´e sur les 252 configurations. On voit
qu’elle est fortement pique´e autour de Rg ≈ 0.058L. Cette valeur peut s’expliquer en
utilisant le seuil de flambage de la tige. En effet, on peut re´-e´crire l’e´quation (4.5) sous
forme adimensionne´e et injecter Λ = 7× 105 pour obtenir :
ℓcritique
L
=
1.8
Λ1/4
≈ 0.062.
Cette valeur the´orique, compatible avec la taille line´aire moyenne observe´e nume´rique-
ment, signifie que les configurations initiales ont re´agi de manie`re approprie´e lors de la
proce´dure nume´rique visant a` les confiner.
Distribution de la courbure locale Regardons maintenant la distribution de la courbure
locale κ˜(s˜) le long des configurations. La figure 4.7 montre que la PDF de κ˜ est tre`s bien
de´crite par une loi normale de moyenne µ = 0 et de variance σ2final = 2210 :
ρ (κ˜) =
1
σ
√
2π
exp
(
− κ˜
2
2σ2final
)
.
Ceci n’est pas une surprise puisque nous avions pre´alablement construit les configurations
initiales en imposant un bruit blanc sur leur courbure. Apre`s l’e´tape de minimisation, les
courbures locales restent comple`tement de´corre´le´es mais la variance de leur distribution
s’est e´largie pour aller de σ2initial = 2D = 1400 (configurations initiales) a` σ
2
final = 2210 pour
les configurations confine´es.
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lin−lin log−lin
Fig. 4.7 – Densite´ de probabilite´ de κ˜. Les parame`tres de la loi normale (ligne rouge) sont
directement fixe´s par les donne´es nume´riques et ne sont pas laisse´s comme parame`tres
libres.
Fig. 4.8 – Rapport entre la variation standard de l’e´nergie de flexion des tiges en-
tie`res σ(Etige
flexion
) et leur valeur moyenne 〈Etige
flexion
〉 montrant la faible importance de l’in-
tensite´ D du bruit.
Influence de l’intensite´ du bruit initial De manie`re a` connaˆıtre l’influence de l’inten-
site´ D du bruit introduit dans les configurations initiales, nous avons recommence´ le
meˆme type d’expe´riences, toujours pour Λ = 7× 105, mais en faisant varier D. Chaque
point de la figure 4.8 repre´sente une moyenne sur plus de 150 configurations du rapport
entre la variation standard et la moyenne de l’e´nergie de flexion des configurations. On
voit que les re´sultats ne de´pendent que tre`s faiblement de D. Cet “oubli” du de´tail des
conditions initiales est assez fre´quent quand un syste`me physique est brusquement force´
vers un nouvel e´tat sans avoir le temps de relaxer (“quenching”). C’est exactement comme
cela que la proce´dure nume´rique agit puisque nous augmentons de manie`re discontinue
le parame`tre de controˆle Λ.
4.3.2 L’e´le´ment “branche”
Apre`s ces observations ge´ne´rales, nous allons porter notre attention sur une quantite´
plus pre´cise. Pour commencer, choisissons une configuration que l’on souhaite analyser
(figure 4.9 a). L’ide´e est alors de de´couper cette configuration en un ensemble de “bran-
ches” de´limite´es par des points de raccords annonc¸ant l’initiation ou la perte d’une zone
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a) b)
Fig. 4.9 – a) Exemple typique d’une configuration a` analyser. b) Les points bleus marquent
les points de raccords permettant de de´limiter les branches, constituants e´le´mentaires des
tiges replie´es.
log−loglin−lin
Fig. 4.10 – Densite´ de probabilite´ de |κ˜br(s)|. Les points bleus correspondent a` un his-
togramme conc¸u a` partir des 4676 branches. La ligne rouge continue correspond a` un
ajustement par une loi Γ dont les 2 parame`tres sont fixe´s par les donne´es nume´riques
elle-meˆmes.
d’auto-contact (voir figure 4.9 b pour une illustration). Cette de´coupe des configurations
est tout a` fait similaire a` celle que nous avions employe´e dans le chapitre 3. Les re´sul-
tats de ce chapitre avaient montre´ que l’ensemble des proprie´te´s de la tige pouvait se
ramener a` l’e´tude de ces e´le´ments fondamentaux issus du de´coupage. Nous allons donc
nous concentrer sur les proprie´te´s statistiques des 4676 branches contenues dans nos 252
configurations.
Valeur absolue de la courbure moyenne des branches La figure 4.10 repre´sente la PDF
de 〈|κ˜br|〉= L〈 |κbr(s)|〉. Le signe 〈 〉 repre´sente une moyenne sur la longueur de la branche.
Nous voyons que ρ(〈|κ˜br|〉) est relativement bien de´crite par une loi gamma :
ρ(〈|κ˜br|〉) = 〈|κ˜br|〉
α−1 exp (−〈|κ˜br|〉/χ)
χα Γ(α)
{α = 2.5, χ = 14.8},
ou` Γ(α) repre´sente la fonction de gamma d’Euler. Notons que les parame`tres α et χ ne
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Fig. 4.11 – Densite´ de probabilite´ de ℓ˜br. Les parame`tres de l’ajustement par une loi
gamma (ligne rouge) sont donne´s dans le texte.
sont pas libres puisque nous les de´terminons directement a` partir de la moyenne µ et de
la variance σ2 des donne´es nume´riques :
α = µ2/σ2,
χ = σ2/µ.
(Par la suite, tous les parame`tres entrant dans les PDF seront de´termine´s de la meˆme
manie`re.) Nous voyons que ρ(〈|κ˜br|〉) pre´sente un maximum autour de 〈|κ˜br|〉 ≈ 30. Il est
possible de comprendre l’origine de cette valeur en faisant appel au rayon de gyration
des configurations. En effet, nous avons vu que ρ(Rg) est pique´ autour de Rg ≈ 0.058L
(figure 4.6). La courbure correspondante est donc 1/Rg ce qui donne a` peu pre`s 17. On
retrouve donc le bon ordre de grandeur ce qui sugge`re que les branches loin du centre
ressentent le potentiel de confinement plus fort et, pour s’adapter, adoptent une courbure
compatible avec Rg. Cependant, cet argument ne donne qu’un ordre de grandeur car le
potentiel quadratique n’impose pas de murs durs mais un confinement beaucoup plus
mou.
Longueur des branches Regardons maintenant les proprie´te´s statistiques de la lon-
gueur ℓbr des branches. La figure 4.11 montre que la densite´ de probabilite´ de ℓ˜br = ℓbr/L
suit une loi gamma :
ρ(ℓ˜br) =
ℓ˜α−1br exp
(−ℓ˜br/χ)
χα Γ(α)
{α = 0.4, χ = 0.12}.
Une distribution purement exponentielle, c’est a` dire α = 1, aurait tendance a` sugge´-
rer une fragmentation ale´atoire des branches (appendice 7.2). Cependant, nous trouvons
que ce parame`tre est α = 0.4 < 1 : il y a une sur-repre´sentation de branches de petites
longueurs. En fait, le nombre de branches telles que ℓbr ≪ L, diverge selon une loi de
puissance (la distribution restant quant meˆme inte´grable). Comme explique´ dans l’ap-
pendice 7.2, l’exposant α mesure le nombre de sous-syte`mes se subdivisant de manie`re
ale´atoire qui sont en interaction. Toutefois, comme α est non seulement infe´rieur a` 1 mais
aussi non-entier, il n’est pas e´vident de donner une interpre´tation physique a` ce re´sultat.
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Fig. 4.12 – Densite´ de probabilite´ de l’e´nergie des branches. L’ajustement par une loi
gamma (ligne rouge) re´ve`le une large de´croissance exponentielle accompage´e par une di-
vergence inte´grable en loi d’e´chelle pour les petites e´nergies.
Il est possible que ces e´tranges corre´lations soient spe´cifiques aux de´tails de l’expe´rience
nume´rique comme le choix d’un potentiel de confiment quadratique ou la proce´dure de
“quenching” pour obtenir les configurations finales.
E´nergie des branches L’e´nergie des branches est donne´e par la somme de leur e´nergie
de flexion et de leur e´nergie de confinement. Sous forme adimensionne´e, l’e´nergie totale
d’une branche s’e´crit (cf e´quation 4.7) :
E˜br =
Z
branche
(
dθ
ds˜
)2
ds˜ + Λ
Z
branche
R˜2ds˜.
La PDF de E˜br (figure 4.12) montre que l’e´nergie des branches est tre`s bien de´crite par
une loi gamma :
ρ(E˜br) =
E˜α−1br exp
(−E˜br/χ)
χα Γ(α)
{α = 0.31, χ = 728}. (4.9)
Cela signifie que la densite´ de probabilite´ de l’e´nergie des branches suit, sur une tre`s
grande plage, une de´croissance quasi-exponentielle. Il s’agit du re´sultat principal de ce
chapitre. Le but de l’expe´rience nume´rique e´tait d’explorer le paysage e´nerge´tique d’une
tige confine´e. Nous venons juste de voir que ce paysage est non seulement structure´, mais
son spectre suit e´galement une de´croissance exponentielle qui ne va pas sans rappeler
la distribution de Boltzmann que nous avions vue dans la section 2.1.3. D’autre part,
ρ(E˜br) pre´sente aussi une divergence pour les petites e´nergies puisque le parame`tre α est
infe´rieur a` 1. Nous reviendrons sur cette observation dans la conclusion. Cependant, avant
de tirer des conclusions trop haˆtives, il est temps de comparer nos re´sultats nume´riques
a` ceux des expe´riences de compaction de tiges de´crites dans la section 4.1.
4.4 Comparaison avec l’expe´rience associe´e - Bilan
Les re´sultats de l’analyse statistique des proprie´te´s des configurations issues de l’ex-
pe´rience de´crite dans la section 4.1 sont pre´sente´s dans [100]. Nous ne nous concentrerons
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Fig. 4.13 – Diffe´rence dans la nature du confinement entre les simulations nume´riques
et les expe´riences. Le potentiel parabolique utilise´ lors des simulations est repre´sente´ en
rouge (ligne continue) tandis que le potentiel a` murs durs des expe´riences de la section 4.1
correspond a` la ligne bleue (ligne brise´e).
que sur quelques aspects de ces re´sultats pour les comparer avec nos simulations nu-
me´riques. Tout d’abord, il convient de remarquer que les simulations nume´riques et ces
expe´riences de compaction pre´sentent de nombreuses diffe´rences. Notons, entre autres :
– Nature du confinement. Nous mode´lisons la contrainte de confinement en plongeant
les tiges dans un potentiel quadratique attractif R2 dans les simulations nume´riques.
Au contraire, le confinement se fait par l’interme´diaire de murs durs dans l’expe´-
rience de compaction. Cela correspondrait a` un potentiel du type Ra avec a→ +∞
(figure 4.13).
– Topologie de la tige. Les simulations nume´riques conside`rent des tiges ouvertes
tandis que la ge´ome´trie des expe´riences fait que ce sont toujours des tiges ferme´es
qui sont confine´es (figure 4.1 a).
– Intensite´ du confinement. Nous pouvons estimer l’intensite´ du confinement en fai-
sant appel au parame`tre ε que nous avions introduit dans le chapitre pre´ce´dent, voir
e´quation 3.3. Bien que le rayon de gyration Rg ne soit qu’une sous-estimation du
vrai rayon accessible par la tige, nous pouvons re´-e´crire l’e´quation 3.3 en remplac¸ant
le rayon b du trou par Rg pour obtenir :
ε ≈ L/2π− Rg
Rg
≈ 1/2π− 0.06
0.06
≈ 1.7 (4.10)
La meˆme estimation dans le cas des expe´riences donne typiquement ε ≈ 15. Cette
diffe´rence peut se percevoir en comparant visuellement les figures 4.1 a et 4.2.
A` cause de ces diffe´rences, les quantite´s ge´ome´triques n’ont pas exactement les meˆmes
proprie´te´s statistiques dans les simulations nume´riques et dans l’expe´rience associe´e :
– Longueur des branches. La longueur des branches est tre`s bien de´crite par une
distribution exponentielle dans les expe´riences alors que nous avons trouve´ une ac-
cumulation de petites branches donnant lieu a` une distribution gamma dans les
simulations nume´riques (section 4.3.2). Pour les expe´riences, cette distribution ex-
ponentielle sugge`re une simple fragmentation ale´atoire des branches au fur et a`
mesure que le confinement augmente (appendice 7.2).
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Fig. 4.14 – Illustration de l’e´nergie entie`re des tiges Etige en fonction du nombre de
branches Nbr qu’elles contiennent. Les points rouges repre´sentent les donne´es nume´riques
ou`, a` cause du petit taux de confinement, il n’y a qu’un vingtaine de branches par confi-
guration. Les autres points proviennent de l’expe´rience et montrent que les corre´lations
entre Etige et Nbr se pre´cisent au fur et a` mesure que Nbr augmente.
– Division en sous-syste`mes. La pre´sence de murs durs (les bords du trou) dans l’ex-
pe´rience permet de de´finir deux sous-syste`mes (nous renvoyons le lecteur a` la re´fe´-
rence [100] pour les de´tails). Le premier sous-syste`me regroupe toutes les branches
qui ont une de leurs extre´mite´s en contact avec les bords du trou. Le reste des
branches constitue le deuxie`me sous-syste`me. La valeur absolue de la courbure des
branches du premier sous-syste`me est impose´e par le contact avec les bords et est
donc fortement pique´e sur 1/b, l’inverse du rayon du trou (voir figure 4.1). La va-
leur absolue de la courbure des branches du deuxie`me sous-syste`me est, quant a`
elle, bien de´crite par une loi gamma. Cela signifie que nos simulations nume´riques
cre´ent des configurations plus proches de celles du deuxie`me sous-syste`me de l’ex-
pe´rience, mais aussi que nous ne pouvons pas faire de distinction aussi claire entre
deux sous-syste`mes.
Les branches vues comme des “particules” e´le´mentaires En de´pit de ces nombreuses
diffe´rences ge´ome´triques, il est frappant de remarquer que nous retrouvons exactement
le meˆme comportement dans les simulations nume´riques ainsi que dans les expe´riences
en ce qui concerne les proprie´te´s de l’e´nergie des branches. Dans les deux cas, les PDF
de Ebr sont parfaitement distribue´es selon une loi gamma de parame`tre α < 1. La distri-
bution ρ(Ebr) contient donc une large de´croissance exponentielle accompagne´e par une
divergence en loi de puissance pour les petites e´nergies (voir figure 4.12 pour les simu-
lations nume´riques et [100] pour les expe´riences). Cette observation est d’autant plus
inte´ressante que l’e´nergie des branches dans les simulations nume´riques est compose´e du
terme lie´ au confinement en plus de celui de flexion (cf e´quation (4.7)) alors que Ebr ne
posse`de qu’une e´nergie de flexion dans les expe´riences.
Nous reviendrons sur les implications de la pre´sence d’une divergence pour les petites
e´nergies dans la conclusion pour nous concentrer, pour l’instant, sur la re´gion de de´crois-
sance exponentielle qui occupe une feneˆtre beaucoup plus large des PDF (figure 4.12).
79
Nous avions vu dans le chapitre 3 que les branches sont les e´le´ments fondamentaux des
configurations : elles portent toutes les informations ge´ome´triques et me´caniques permet-
tant de reconstruire les configurations entie`res en joignant les branches par l’interme´diaire
de points de raccords ou` ont lieu les interactions inter-branches. L’exploration du pay-
sage e´nerge´tique mene´e dans ce chapitre vient de montrer qu’en plus d’eˆtre les e´le´ments
“microscopiques” de base, l’e´nergie des branches suit une distribution tre`s proche de la
distribution de Boltzmann (cf section 2.1.3). Ce re´sultat est robuste puisque nous le
retrouvons dans deux syste`mes a priori assez diffe´rents : simulations nume´riques et expe´-
riences. Cela sugge`re que les seuls ingre´dients physiques importants, communs aux deux
syste`mes, sont l’e´lasticite´ des tiges, l’auto-e´vitement et le confinement. Nous remarquons
aussi que cette distribution quasi-Boltzmann de l’e´nergie des branches apparaˆıt de ma-
nie`re pre´coce puisque le taux de confinement des simulations nume´riques est a` peine plus
grand que ceux e´tudie´s lors du chapitre 3 (cf e´quation (4.10)). Tous ces e´le´ments sugge´rent
que les branches se comportent comme les “particules e´le´mentaires” des configurations et
que leur e´nergie est la variable importante. La figure 4.14 montre d’ailleurs que l’e´nergie
totale de la tige Etige est directement corre´le´e au nombre de branches Nbr pre´sent dans
une configuration :
Etige ≈ Nbr ebr,
ou` ebr est la moyenne de l’e´nergie des branches issue de la PDF, cf e´quation (4.9). Cette
corre´lation line´aire n’est pas e´vidente car elle suppose que l’e´nergie d’une branche est inde´-
pendante de l’e´nergie de ses voisines. Toutefois les corre´lations entre Etige et Nbr semblent
s’accentuer au fur et a` mesure que Nbr augmente ce qui est consistent avec une limite
“thermodynamique” (cf section 2.1.3) et confirme le roˆle essentiel des branches. Le para-
me`re χ controˆlant le taux de de´croissance de l’exponentielle dans la distribution ρ(Ebr)
(e´quation (4.9)) joue alors le roˆle d’e´nergie caracte´ristique analogue a` une tempe´rature.
Comme nous l’avons vu dans la section 2.2, la tige confine´e est un bon exemple de syste`me
athermique ce qui signifie que cette tempe´rature n’a rien a` voir avec kT mais ressemble
plus a` une tempe´rature “effective” comme dans la the´orie d’Edwards des milieux granu-
laires.
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Une the´orie statistique
Motivations Le chapitre pre´ce´dent montre que le paysage e´nerge´tique d’une
tige confine´e est ponde´re´ par une mesure statistique ressemblant a` un facteur de
Boltzmann. Cela signifie qu’il existe une tempe´rature“effective”, sous-jacente, qui
permet d’explorer l’espace des phases comme si le syste`me se trouvait dans un
e´tat d’e´quilibre. Il s’agit cependant d’une e´chelle d’e´nergie macroscopique qui n’a
rien a` voir avec l’e´nergie thermique habituelle car :
kBT ≈ 10−23 J
est comple`tement ne´gligeable vis a vis des autres e´chelles d’e´nergie mises en jeu. Ce
chapitre est donc consacre´ au de´veloppement d’une the´orie statistique des champs
pour e´tudier le comportement d’une tige e´lastique confine´e dans un espace a` 2D.
Le but est d’obtenir une the´orie ne se basant que sur les ingre´dients fondamen-
taux discute´s pre´ce´demment (e´lasticite´, auto-e´vitement et confinement) mais qui
permet, au moins qualitativement, de comprendre le comportement ge´ne´ral, c’est
a` dire a` la fois ge´ome´trique et me´canique, de la tige confine´e.
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5.1 Introduction
La the´orie que nous allons de´velopper dans ce chapitre s’inspire des travaux pion-
niers de Sir Edwards sur les poudres granulaires et les verres polyme´riques, sujets que
nous avions introduits dans la section 2.2 lors de la pre´sentation des syste`mes ather-
miques. Ces travaux, couple´s aux re´sultats du chapitre pre´ce´dent, montrent qu’il est
possible d’utiliser les outils de la physique statistique traditionnelle pour de´crire des sys-
te`mes macroscopiques, mais complexes, tels que le proble`me d’une tige e´lastique confine´e.
L’e´nergie caracte´ristique exte´rieure qui permet d’explorer l’espace des phases peut eˆtre
due a` une agitation me´canique, comme dans les expe´riences de vibration de´crites dans
la section 1.3.4, ou a` une e´nergie interne auto-se´lectionne´e comme dans le chapitre pre´-
ce´dent. Dans ce cas, la quantite´ importante est la fonction de partition Z du syste`me.
L’e´quation (2.16) montre que Z s’e´crit :
Z = exp
(
− F
Ω
)
, (5.1)
ou` F est l’e´nergie libre de la tige. Par la suite nous utiliserons l’e´nergie libre Y adimen-
sionne´e par l’e´nergie caracte´ristique macroscopique Ω :
Y =
F
Ω
. (5.2)
E´tant donne´ que tous les re´sultats que nous avons obtenus graˆce a` cette the´orie des
champs sont de´ja` pre´sente´s dans la publication reproduite a` la fin du chapitre, nous
avons pre´fe´re´ nous concentrer sur l’explication de l’origine de tous les ingre´dients inclus
dans notre mode`le. Nous allons aussi montrer comment e´valuer la fonction de partition
mais les re´sultats qui en de´coulent ne seront que brie`vement re´sume´s dans la section 5.4
et nous renvoyons le lecteur a` l’article original pour tous les de´tails.
5.2 Ingre´dients minimaux
5.2.1 Repre´sentation en abscisse curviligne
Comme dans les chapitres pre´ce´dents, nous noterons R(s) ∈R2 le vecteur repre´sentant
la position de la tige a` l’abscisse curviligne s. Les de´rive´es par rapport a` l’abscisse cur-
viligne sont note´es avec un prime ( ′ ). Un des grands avantages de cette parame´trisation
est l’identite´ suivante (cf e´quation 2.19) :
R′2(s) ≡ 1. (5.3)
En plus d’e´noncer l’inextensibilite´ de la tige, cette contrainte nous sera tre`s utile dans la
section suivante.
5.2.2 Flexion
Comme dans la physique des polyme`res, nous noterons l’e´nergie de flexion de la tige :
Yflex =
ε
2
Z
R′′2(s)ds. (5.4)
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Fig. 5.1 – De´finition de l’angle d’attaque α dans le cas ou` deux parties de la tige se
chevauchent.
Cette expression est tout a` fait similaire a` l’e´nergie de flexion classique d’une tige e´lastique.
Il y a, cependant, une petite diffe´rence du point de vue du pre´facteur ε. Puisque Yflex doit
eˆtre un nombre pur, une simple analyse dimensionnelle montre que le pre´facteur doit eˆtre
une longueur et non plus un module de rigidite´ B. Cette longueur ε, plutoˆt associe´e a`
la physique des polyme`res, s’appelle la longueur de persistance. Rappelons brie`vement
sa signification physique pour voir que ε joue un roˆle similaire au module de rigidite´
traditionnel dans les tiges e´lastiques. Conside´rons les vecteurs tangents t(s1) et t(s2) en
deux points d’abscisses curvilignes s1 et s2 = s1 + ∆s le long de la tige. Si ∆s est petit,
nous nous attendons a` ce que t(s1) et t(s2) pointent approximativement dans la meˆme
direction. L’angle Θ entre les deux vecteurs sera donc proche de 0. Au contraire si ∆s
est grand les deux directions seront comple`tement de´corre´le´es et, en moyenne, Θ ≈ π/2.
Dans le cas ge´ne´ral, on peut montrer que les corre´lations des directions des tangentes
sont donne´es par [103] :
〈cosΘ(∆s)〉 = exp
(
−∆s
ε
)
,
ou` la moyenne 〈 · 〉 est prise pour toutes les paires de points qui sont se´pare´s de ∆s. La
longueur de persistance, ε, apparaˆıt donc comme la longueur caracte´ristique de de´crois-
sance de la fonction a` deux points de l’orientation des vecteurs tangents a` la tige. On voit
que ε agit de la meˆme manie`re qu’un module de flexion. Il est tre`s facile de de´former un
polyme`re sur des ∆s ≫ ε mais beaucoup plus difficile de`s que ∆s ≈ ε. (D’ailleurs, pour
des polyme`res soumis a` l’agitation thermique, les deux quantite´s sont simplement relie´es
par B = kTε.) Dans notre cas, ε correspond au module de rigidite´ de la tige renormalise´
par la tempe´rature effective : ε = B/Ω. L’expression (5.3.1) de´crit donc bien l’e´nergie de
flexion de la tige e´lastique et ε est une mesure de la re´sistance a` la flexion.
5.2.3 Auto-e´vitement
La manie`re la plus e´le´gante pour s’assurer que la tige ne peut pas de´velopper d’auto-
intersections serait d’utiliser un invariant topologique tel que le “linking number” [104].
Malheureusement, cette de´marche est difficile a` mettre en œuvre car elle fait intervenir
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Fig. 5.2 – Repre´sentation de l’intersection entre un cylindre (tige) et le plan. La ligne
rouge correspond a` l’ellipse. De gauche a` droite, augmentation de l’angle d’attaque α =
15→ 45→ 90. Dans le cas α = 0, la solution elliptique de´ge´ne`re en une ligne droite. Au
contraire pour α = π/2 elle devient un arc de cercle.
des interactions non-locales toujours de´licates a` ne´gocier dans le cadre d’une the´orie
des champs et il semble trop difficile de chercher a` comple`tement interdire les auto-
intersections. Le proble`me est alors de trouver un me´canisme physique re´aliste qui permet
de pe´naliser les auto-intersections tout en restant tractable analytiquement. Onsager a
montre´ qu’il existe une pe´nalisation e´nerge´tique donne´e par [105] :
Yvolume exclu ∝ | sin(α)|, (5.5)
lorsque deux parties d’un polyme`re se touchent selon un angle d’attaque α (figure 5.1).
La pre´sence de la valeur absolue dans cette expression reste toutefois difficile a` manipuler
et nous nous sommes penche´s sur la question de trouver une formulation mieux adapte´e
a` notre situation.
Nous mode´lisons la tige par un cylindre de section transverse de rayon h repre´sentant
l’e´paisseur de la tige (h ≪ ε≪ L). Supposons que la tige est libre de se croiser. L’ide´e
est de minimiser la longueur de la partie de la tige qui, sortant du plan (i.e. y 6= 0), cre´e
une auto-intersection. Dans ce cas, la forme du croisement peut eˆtre analyse´e comme
l’intersection entre un cylindre et un plan pour lequel y 6= 0. La ligne d’intersection entre
ces deux surfaces correspond a` la forme de la section infe´rieure le la tige qui se trouve
force´e de passer au dessus ou en dessous d’un autre morceau de tige (voir la ligne rouge sur
la figure 5.2). Une fois que nous aurons de´termine´ la forme de cette ligne d’intersection,
nous pourrons calculer son e´nergie de flexion :
Yauto-e´vitement = ε
Z
intersection
κ2ds, (5.6)
ou` κ est la courbure hors du plan de la ligne d’intersection. Commenc¸ons par regarder
la figure 5.1 pour se faire une ide´e de deux cas limites que doit contenir l’e´quation (5.6).
Si l’angle d’attaque α = 0 alors, il n’y a pas d’intersection et la tige reste dans le plan.
Cela signifie que κ = 0 et donc Yauto-e´vitement(α = 0) = 0. Au contraire, si α = π/2, la tige
se croise a` angle droit et un des morceaux adopte une courbure κ = 1/h hors du plan.
Puisque la tige se de´forme, au minimum, sur une longueur ds ∼ ε, la formule (5.6) donne
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la loi de´chelle suivante : Yauto-e´vitement(α = π/2) ∼ (ε/h)2. Pour de´terminer la de´pendance
de l’e´nergie d’auto-e´vitement en fonction de l’angle α, il faut maintenant calculer la forme
de la ligne d’intersection. Pour cela, il suffit de repre´senter une seule moitie´ du cylindre
puisque la tige n’a que deux possibilite´s (haut ou bas) pour contourner l’autre morceau.
Les e´quations parame´triques du demi-cylindre sont :
x =
h
2
cos θ, y =
h
2
sin θ, z = z,
avec θ ∈ [0,π] et z ∈ R. Le plan est parame´tre´ par :
x = λ sinα, y = y, z = λ cosα,
ou` α repre´sente l’angle d’attaque et {λ, y} ∈R2. Il suffit d’identifier chacune des compo-
santes pour obtenir les coordonne´es de l’ellipse de´crivant l’intersection entre le cylindre
et le plan :
x =
h
2
cos θ, y =
h
2
sin θ, z =
h
2
cos θ
tanα
.
On peut ensuite effectuer une rotation d’angle α autour de l’axe (Oy) pour ramener
l’ellipse dans un plan. Son e´quation explicite dans ce nouveau repe`re est donne´e par :
y(x) =
h
2
√
1− 4 sin
2α
h2
x2.
Les points de raccords de l’ellipse avec le plan y = 0 (plan dans lequel se trouvent les
tiges) sont donne´s par :
x± = ± h
2 sinα
.
En se limitant aux petites courbures : κ ≈ d2y/dx2 et on trouve :
κ2 =
sin4α
h2
4(
1− 4x2 sin2 α
h2
)3 .
On voit que κ2 diverge au niveau des raccords x±. Ceci vient du fait que l’on essaie
de raccorder une solution purement ge´ome´trique (ligne ge´ode´sique) qui se termine a` la
perpendiculaire avec un morceau de tige qui lui se trouve a` l’horizontale (figure 5.2). Ce
raccord demande la pre´sence d’un coin (“kink”) qui doit eˆtre re´gularise´ par l’e´lasticite´
de la tige. Cela signifie que la tige perd contact avec le morceau qu’elle est en train de
chevaucher bien avant d’arriver aux points de raccords et la solution (5.2.3) n’est valable
que pre`s du centre du cylindre x≈ 0 (figure 5.3). A` l’ordre le plus bas, cette approximation
nous donne :
κ2 =
sin4α
h2
.
En utilisant l’e´quation (5.6), on obtient finalement l’e´nergie de pe´nalisation des auto-
intersections :
Yauto-e´vitement =
(ε
h
)2
sin4α. (5.7)
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régularisation par l’élasticité
Fig. 5.3 – Re´gularisation de la divergence ge´ome´trique par l’e´lasticite´ de la tige. La zone,
de taille line´aire b ou` des de´formations plastiques ont lieu, de´finit la taille microscopique
de coupure ou` une description continue doit eˆtre remplace´e par une description discre`te.
-Π 0 Π
0
1
Fig. 5.4 – Comparaison entre les diffe´rentes possibilite´s pour l’imple´mentation de l’auto-
e´vitement. La courbe continue (bleue) repre´sente l’interaction en sin2α. La courbe en
pointille´ (verte) correspond au raisonnement pre´sente´ dans le texte qui pre´dit une inter-
action en sin4α. Finalement la courbe en pointille´ courts alterne´s (rouge) est la forme
propose´e par Onsager en | sinα|. Le graphe montre que les trois termes partagent les
meˆmes proprie´te´s.
Cette expression contient bien les comportements limites que nous avions vus pre´ce´-
demment graˆce a` la de´pendance en sinα de l’angle d’attaque. D’autre part, le pre´fac-
teur (ε/h)2 ≫ 1 assure que les auto-intersections sont fortement pe´nalise´es. Cependant,
l’exposant 4, comme la valeur absolue dans l’e´quation (5.5) propose´e par Onsager, intro-
duit encore des difficulte´s pour de´velopper une the´orie analytique. C’est pour cela que
nous avons finalement de´cide´ d’utiliser une e´nergie de type Maier-Saupe [106] tre`s employe´
dans la the´orie des cristaux liquides [107] ou` l’exposant de sinα est simplement 2 :
Yauto-e´vitement =
(ε
h
)2
sin2α. (5.8)
Ce changement est, qualitativement, sans conse´quences : il suffit de regarder la figure 5.4
pour se rendre compte que quelle que soit l’expression utilise´e, (5.5)-(5.7) ou (5.8), les trois
possibilite´s partagent les meˆmes proprie´te´s mathe´matiques (minima, maxima, ze´ros...) et
que leurs formes sont tre`s proches les unes des autres.
Il faut maintenant traduire le fait que le terme d’auto-e´vitement ne peut contri-
buer a` l’e´nergie totale de la tige que s’il y a effectivement un point de contact, c’est
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a` dire R(s1) = R(s2). En incluant cette contrainte, l’e´quation (5.8) peut se re´-e´crire sous
la forme suivante :
Yauto-e´vitement = u
ZZ
ds1ds2
[
R′(s1)×R′(s2)
]2
δ (R(s1)−R(s2)) . (5.9)
ou` u = (ε/h)2 et ou` nous avons pre´alablement utilise´ la contrainte lie´e a` la repre´sentation
en abscisse curviligne qui montre que |R′(s1)|2 |R′(s2)|2 = 1 (cf e´quation (5.3)). Malgre´
cette superbe simplification de la norme, cette formulation reste non-quadratique a` cause
du produit vectoriel. En fait, nous allons utiliser une astuce mathe´matique qui permet de
reformuler (5.9) de manie`re quadratique graˆce a` l’introduction de champs conjugue´s. Le
point important est que cette expression de´coule d’un me´canisme physique sous-jacent
d’exclusion de volume et qu’il ne s’agit pas simplement d’un terme, mis a` la main, pour
mode´liser l’interaction d’auto-e´vitement.
5.2.4 Confinement
Pour pouvoir finaliser notre the´orie, il ne reste plus qu’a` introduire la contrainte
de confinement de la tige. Le chapitre pre´ce´dent a montre´ qu’il suffisait d’utiliser un
potentiel de confinement quadratique pour retrouver des proprie´te´s statistiques ge´ne´riques
portant sur l’e´nergie de la tige. Toutefois, plutoˆt que d’exprimer le confinement comme
une contribution supple´mentaire a` l’e´nergie de la tige, nous de´cidons de le mode´liser
directement par une contrainte ge´ome´trique de la forme suivante :
“confinement” =⇒ δ
(Z L
0
ds
L
(
R2− ℓ2
))
. (5.10)
Le parame`tre ℓ va nous servir a` e´tudier le comportement de la tige en fonction de l’in-
tensite´ du confinement. En effet, comme le rayon de gyration de la tige est de´fini par :
R2gyra =
1
L
Z L
0
R2ds,
nous voyons qu’augmenter le parame`tre de controˆle ℓ revient a` laisser plus d’espace dis-
ponible tandis que diminuer ℓ force la tige dans une aire plus petite. Typiquement, l’aire
disponible est donne´e par A = kℓ2 ou` k est un nombre d’ordre 1 et nous de´finissons la
densite´ c de la tige par :
c =
L
A
. (5.11)
Bien qu’a` ce stade ce terme ne soit pas exactement e´quivalent a` un potentiel quadratique,
nous verrons qu’en fait, les deux formulations ne sont pas si diffe´rentes et finissent par se
rejoindre apre`s l’approximation de champ moyen (voir section suivante).
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5.3 Fonction de partition
Une fois que tous les ingre´dients introduits dans la section pre´ce´dente sont regroupe´s
dans la fonction de partition Z = exp(−Y), nous obtenons :
exp (−Y) =
Z
D[R] exp
(
−ε
2
Z L
0
dsR′′2
)
× exp
(
−u
2
ZZ
[0×L]2
ds1ds2
[
R′(s1)×R′(s2)
]2
δ (R(s1)−R(s2))
)
× δ
(
1
L
Z L
0
dsR2
)
δ
(
R′2− 1
)
. (5.12)
Il s’agit d’une inte´grale fonctionnelle portant sur toutes les fonctions R(s) repre´sentant les
configurations de la tige. Avant de la calculer explicitement, il est important d’introduire
deux quantite´s importantes que nous serons amene´s a` manipuler :
1. Existence d’une e´chelle de longueur microscopique. La fonction de partition peut
laisser croire que les seuls parame`tres physiques pre´sents dans la the´orie sont :
– La longueur totale de la tige L.
– La longueur de persistance ε.
– L’intensite´ de l’interaction d’auto-e´vitement u.
Il existe cependant une longueur microscopique cache´e qui n’apparaˆıt pas direc-
tement dans l’e´quation (5.12). Quand une tige est courbe´e au dela` d’un rayon de
courbure b, elle commence a` se de´former de manie`re plastique (voir figure 5.3). Les
nouveaux phe´nome`nes physiques mis en jeu une fois que ce seuil est de´passe´ ne sont
pas pris en compte dans la fonction de partition. C’est a` dire qu’il faut voir la tige
comme un ensemble de N points se´pare´s d’une longueur b ≪ L le long de la tige.
(Pour un polyme`re, b repre´senterait la taille des monome`res.) Dans ce cas, nous
introduisons la transforme´e de Fourier discre`te :
R(s) =
2π√
L
N/2−1
∑
n=−N/2
Rˆ(n) exp (iqns) avec qn =
2πn
L
.
Le mode de Fourier maximal est directement relie´ a` cette e´chelle de coupure micro-
scopique qmax = π/b.
2. Tenseur d’orientation. Avant de nous lancer dans l’e´valuation de la fonction de
partition, il est important d’introduire une quantite´ qui sera tre`s utile par la suite.
Il s’agit du tenseur d’orientation σi j que l’on de´finit par :
σi j(r) =
Z
dsR′i R
′
jδ (r−R(s)) (5.13)
C’est un tenseur syme´trique σi j = σ ji de rang 2 qui va nous servir de parame`tre
d’ordre. De´taillons un peu plus ce que σ mesure. Tout d’abord, il convient de re-
marquer que toutes ses composantes sont nulles sauf quand r 6= R(s). Cela signifie
que si nous e´valuons le tenseur d’orientation en un point r ∈ R2 ou` il n’y a pas
de morceau de tige alors σi j ≡ 0. Plac¸ons nous sur la tige, c’est a` dire dans une
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situation ou` le tenseur d’orientation n’est pas identiquement nul, il peut alors se
re´-e´crire :
〈σi j〉 = 1L2
Z
dsR′i(s)R
′
j(s).
On voit que le tenseur d’orientation repre´sente la fonction de corre´lation des com-
posantes du vecteur tangent. Supposons par exemple que R′(s) soit un vecteur
ale´atoire. Dans ce cas, les composantes de R′1 et R′2 sont des variables ale´a-
toires de´corre´le´es et on a σ12 = σ21 = 0. Les composantes diagonales de σ se de´-
terminent en remarquant que la condition (5.3) impose R′21 = R′
2
2 = 1/2 ce qui
donne σ11 = σ22 = 1/2L. Dans le cas ou` la forme de la tige est ale´atoire, il n’y a
pas de corre´lation dans l’orientation du vecteur tangent : le tenseur d’orientation
est diagonal et s’e´crit :
σi j =
δi j
2L
.
Revenons maintenant au cas ge´ne´ral ou` R′(s) n’est pas force´ment une variable
ale´atoire. Les valeurs propres σ± du tenseur d’orientation nous renseignent sur la
pre´sence ou non de directions privile´gie´es dans l’orientation de la tige. On peut
parame´trer les valeurs propres en notant que :
Trσ =
Z
ds ∑
i
R′2i︸ ︷︷ ︸
≡1
δ (r−R(s)) = c,
ou` c est la densite´ de la tige (cf e´quation (5.11)). On peut alors repre´senter les
valeurs propres de σ par :
σ± =
c
2
(1± ξ) , (5.14)
ou` ξ ∈ [0, 1] de´pend, a priori, de tous les parame`res physiques. En plus de servir de
parame`tre d’ordre, le tenseur d’orientation va nous permettre de re´-e´crire sous une
forme quadratique le terme d’auto-e´vitement.
5.3.1 E´valuation des diffe´rents termes - Champ moyen
Nous disposons maintenant de presque tous les outils ne´cessaires pour e´valuer la fonc-
tion de partition (5.12). L’ide´e est de transformer les fonctions δ portant sur des fonctions
(et non pas sur des scalaires) de manie`re a` les rendre plus facilement manipulables ana-
lytiquement. Pour cela, nous allons utiliser des transforme´es de Fourier ge´ne´ralise´es dont
le principe est explique´ dans l’appendice 7.3. Nous allons aussi directement utiliser l’ap-
proximation de champ moyen (explique´e dans le meˆme appendice) pour e´valuer un par un
les diffe´rents termes contenus dans (5.12). Nous suivons le meˆme ordre que celui introduit
dans la pre´sentation des ingre´dients minimaux.
1) Inextensibilite´ Commenc¸ons par re´-e´crire la contrainte (5.3) graˆce a` une transforme´e
de Fourier ge´ne´ralise´e :
δ
(
R′2− 1
)
= K1
Z
D[λ] exp
(
−i
Z
dsλ(s)
(
R′2− 1
))
, (5.15)
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ou` K1 est une constante de normalisation. On peut alors de´velopper R
′ sur les modes de
Fourier discrets de´crits dans la section pre´ce´cente pour obtenir :
R′2 = −(2π)
2
L ∑n,m
qn qm Rˆ(n) · Rˆ(m) e i(qn+qm)s.
Nous utilisons ensuite l’approximation de champ-moyen λ(s)→ λ. Cela signifie que R′2
n’est plus exactement e´gal a` 1 partout mais seulement en moyenne le long de la tige.
Cette approximation nous permet de calculer l’inte´grale dans l’e´quation (5.15) :
Z
dsR′2 = −2π
L ∑n,m
qn qm Rˆ(n) · Rˆ(m)
Z L
0
ds e i(qn+qm)s,
= −2π
L ∑n,m
qn qm Rˆ(n) · Rˆ(m)δ
(
2π
L
(n + m)
)
,
= 2π∑
n
q2nRˆi(n)Rˆi(−n).
On utilisera partout la convention usuelle de sommation sur les indices re´pe´te´s. Graˆce a`
l’approximation de champ moyen, l’inte´grale fonctionnelle dans l’e´quation (5.15) se re´duit
a` une inte´grale sur la valeur moyenne λ du champ conjugue´ λ(s) et on a :
δ
(
R′2− 1
)
= K1
Z
dλ exp (iλL) exp
(
−2iπλ∑
n
q2n Rˆi(n) Rˆi(−n)
)
. (5.16)
2) Flexion Passons maintenant a` l’e´valuation de l’e´nergie de flexion :
Yflex =
ε
2
Z
R′′2(s)ds.
Ce terme se calcule en de´veloppant R′′ sur les modes de Fourier discrets, exactement
comme dans le paragraphe pre´ce´dent. On obtient alors facilement :
exp (−Yflex) = exp
(
−πε∑
n
q4nRˆi(n)Rˆi(−n)
)
(5.17)
3) Auto-e´vitement Passons au terme d’interaction ge´ome´trique permettant de pe´naliser
les auto-intersections. De manie`re a` alle´ger la notation, nous le de´signerons par :
ℵ = exp
(
−u
2
ZZ
[0×L]2
ds1ds2
[
R′(s1)×R′(s2)
]2
δ (R(s1)−R(s2))
)
. (5.18)
La premie`re e´tape consiste a` de´velopper le produit vectoriel et la fonction δ contenus
dans ℵ de la manie`re suivante :(
R′(s1)×R′(s2)
)2
=
(
δimδ jn − δinδ jm
)
R′i(s1) R
′
m(s1) R
′
j(s2) R
′
n(s2),
δ(R(s1)−R(s2)) =
Z
dr δ (r−R(s1)) δ (r−R(s2)) .
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En inse´rant ces transformations dans l’e´quation (5.18), on voit que le terme d’auto-
e´vitement s’e´crit :
ℵ = exp
(
−u
2
Z
dr
ZZ
ds1ds2
[
R′i(s1) R
′
i(s1) R
′
j(s2) R
′
j(s2) δ (r−R(s1)) δ (r−R(s2))
−R′i(s1) R′j(s1) R′j(s2) R′i(s2) δ (r−R(s1)) δ (r−R(s2))
])
.
La formule ci-dessus montre clairement que ℵ n’est pas quadratique en R(s). Comme la
fonction de partition que nous souhaitons calculer fait intervenir une inte´grale de che-
min portant sur R(s), le terme d’auto-e´vitement devrait eˆtre pratiquement impossible
a` e´valuer (cf e´quation (5.12)). L’astuce consiste a` utiliser le tenseur d’orientation σ par
l’interme´diaire de l’identite´ suivante :
1 =
Z
D[σ]δ
(Z
dsR′i R
′
jδ (r−R(s))− σi j
)
.
On peut alors multiplier ℵ par l’e´quation pre´ce´dente et re´-e´crire les produits des compo-
santes de R′ pour trouver que le terme d’auto-e´vitement est donne´ par :
ℵ =
Z
D[σ] exp
(
−u
2
Z
dr
(
σiiσ j j − σi jσ ji
))
δ
(Z
dsR′i R
′
jδ (r−R(s))− σi j
)
.
Il ne reste plus qu’a` transformer la nouvelle contrainte δ, associe´e a` l’introduction du
tenseur d’orientation, en introduisant un champ tensoriel conjugue´ ψi j(r) :
δ
(Z
dsR′i R
′
jδ (r−R(s))− σi j
)
= K2
Z
D[ψ] exp
(
−i
Z
drψi j(r)
[Z
dsR′i R
′
jδ (r−R(s))− σi j
])
.
On peut alors de´velopper l’expression pre´ce´dente, avant de la re´-introduire dans ℵ, pour
finalement obtenir :
ℵ= K2
Z
D[σ]
Z
D[ψ] exp
(
−u
2
Z
dr
(
σiiσ j j − σi jσ ji
)− i Z dsR′iψi j (R(s)) R′j + i Z drψi jσ ji
)
.
Jusqu’ici, nous n’avons fait aucune approximation et cette formulation est e´quivalente a`
celle de l’e´quation (5.18), sauf que ℵ pre´sente maintenant l’avantage d’eˆtre quadratique
en σ et en R. Cependant, comme pour l’e´valuation de la contrainte d’inextensibilite´, nous
allons nous replier sur l’approximation de champ moyen pour pouvoir finir de calculer le
terme d’auto-e´vitement. Cela consiste a` remplacer les valeurs propres de σ et de ψ par
leurs valeurs propres moyennes, note´es σα=± et ψα=±, qui ne de´pendent plus de r. Dans
ce cas, les inte´grales fonctionnelles se simplifient en inte´grales sur des re´els et on trouve :
ℵ= K2
Z
dσα
Z
dψα exp
(
−uA
2
[(
∑
α
σα
)2
−∑
α
σ2α
]
+ iAψασα − 2iπ∑
n
q2nRi(n)ψi jR j(−n)
)
,
(5.19)
ou` A est l’aire disponible (cf e´quation (5.2.4)) et ou` nous avons de´veloppe´ les composantes
de R′ sur les modes de Fourier discrets.
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4) Confinement Le dernier ingre´dient composant la fonction de partition correspond a`
la contrainte de confinement. L’e´valuation de ce terme est assez simple car il suffit de
faire une transforme´e de Fourier classique pour ramener la fonction δ a` :
δ
(
1
L
Z
dsR2− ℓ2
)
= K3
Z
dχ exp
(
−iχ
(
1
L
Z
dsR2− ℓ2
))
,
= K3
Z
dχ exp
(
iχℓ2
)
exp
(
−2iπχ
L ∑n
Rˆi(n)Rˆi(−n)
)
.
(5.20)
E´nergie libre Nous pouvons maintenant regrouper tous ces termes calcule´s dans l’ap-
proximation de champ moyen lors des paragraphes pre´ce´dents (e´quations (5.16), (5.17),
(5.19) et (5.20)). De manie`re a` alle´ger la notation, nous utiliserons λ˜ = iλ, ψ˜α = iψα
et χ˜ = iχ ou` toutes les quantite´s tilde´es sont dans R. En absorbant les constantes K1, K2
et K3 dans une nouvelle constante K, la fonction de partition entie`re s’e´crit :
exp (−Y) = K
Z
dλ˜
Z
dσα
Z
dψ˜α
Z
dχ˜
Z
D[R] exp
(
−2π∑
n
Ri(n) Mi j R j(−n)
)
×exp
(
λ˜L− uA
2
[(
∑
α
σα
)2
−∑
α
σ2α
]
+ Aψ˜ασα + χ˜ℓ
2
)
(5.21)
ou` les e´le´ments de la matrice M sont donne´s par :
Mi j =
(
ε
2
q4n + λ˜q
2
n +
χ˜
L
)
δi j + ψ˜i j q
2
n.
L’inte´grale de chemin portant sur les fonctions R :
W =
Z
D[R] exp
(
−2π∑
n
Ri(n) Mi j R j(−n)
)
est gaussienne et donc se de´termine facilement :
W = ∏
n
√
π
DetM
= πN/2 exp
(
−1
2 ∑n
log(DetM)
)
.
En revenant a` la limite continue ∑n → L/2π
R π/b
−π/b, et en utilisant la syme´trie q ↔−q
des e´le´ments de M, on obtient :
W = πN/2 exp
(
− L
2π ∑α
Z π/b
0
dq log
(
ε
2
q4 +
(
λ˜+ ψ˜α
)
q2 +
χ˜
L
))
.
Il suffit alors d’inse´rer W dans l’e´quation (5.21) pour pouvoir extraire l’expression de
l’e´nergie libre :
Y =
L
2π ∑α
Z π/b
0
dq log
(
1 +
2(λ˜+ ψ˜α)
εq2
+
2χ˜
εLq4
)
−λ˜L− A∑
α
ψ˜ασα +
uA
2
(
∑
α
σα
)2
− uA
2 ∑α
σ2α − χ˜ℓ2
(5.22)
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Fig. 5.5 – Illustration de la transition entre une phase ordonne´e (a` gauche) et de´sordonne´e
(a` droite). La pre´sence d’une boˆıte, qui restreint le volume accessible aux allumettes,
induit une auto-organisation de l’orientation des allumettes qui s’alignent toutes entre
elles. Dans le cas d’une tige confine´e dans un espace restreint, cette phase ne´matique
correspond a` une configuration “spirale” (voir l’article joint).
5.3.2 Approximation point col
La dernie`re e´tape du calcul consiste a` utiliser l’approximation point col (“saddle
point”). Cette me´thode permet de de´terminer les contributions principales a` l’e´nergie
libre en cherchant les points stationnaires de Y par rapport a` la valeur moyenne des
champs conjugue´s λ˜, ψ˜α, σα et χ˜. En cherchant les points ou` s’annulent les de´rive´es
partielles de Y par rapport a` ces variables, nous obtenons les e´quations suivantes :
1
πε ∑α
Z π/b
0
q2 dq
q4 + 2(λ˜+ψ˜α)ε q
2 + 2χ˜εL
= 1, (5.23)
1
πε
Z π/b
0
q2 dq
q4 + 2(λ˜+ψ˜α)ε q
2 + 2χ˜εL
=
A
L
σα, (5.24)
1
πε ∑α
Z π/b
0
dq
q4 + 2(λ˜+ψ˜α)ε q
2 + 2χ˜εL
= ℓ2, (5.25)
ψ˜α = u(c− σα). (5.26)
Cette proce´dure donne les 6 e´quations ci-dessus qui fixent la valeur de λ˜, ψ˜+, ψ˜−, σ+,
σ− et χ˜ ce qui, par conse´quent, fixe e´galement la valeur de l’e´nergie libre Y. Comme la
fonction de partition est donne´e par Z = exp(−Y), on voit que nous disposons maintenant
de tous les outils pour calculer toutes les quantite´s que l’on souhaite en prenant des
de´rive´es de l’e´nergie libre. Notre description des ingre´dients du mode`le et de l’e´valuation
de la fonction de partition s’ache`vent donc ici.
5.4 Article reproduit - Bilan
Comme nous l’avons indique´ dans l’introduction, tous les re´sultats relatifs a` ce chapitre
sont pre´sente´s dans l’article reproduit et nous renvoyons le lecteur a` cette re´fe´rence. Nous
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nous limitons, ici, a` un bref re´sume´ de ces re´sultats de manie`re a` aider la lecture de
l’article original. L’avantage de l’approche de´veloppe´e est qu’elle nous a permis d’e´tudier
simultane´ment les aspects ge´ome´triques, par l’interme´diaire du tenseur d’orientation σ,
et les aspects me´caniques de la compaction de la tige. Les deux proprie´te´s me´caniques
les plus importantes sont la pression exerce´e par la tige confine´e sur le re´cipient et la
force d’injection ne´cessaire pour augmenter la densite´ c. Une fois que le syste`me [5.23-
5.26] est re´solu, c’est a` dire que l’e´nergie libre Y est de´termine´e, la pression P et la force
d’injection F sont donne´es par :
P = −
(
∂Y
∂A
)
L
et F =
(
∂Y
∂L
)
A
. (5.27)
Dans la limite b → 0, c’est a` dire que la longueur de coupure microscopique est ne´gli-
geable, nous avons pu re´soudre ce syste`me d’e´quations exactement. Nous avons trouve´
qu’il existe une transition de phase du deuxie`me ordre entre des configurations de´sordon-
ne´es (phase isotrope σ+ = σ−, cf e´quation (5.14)) et des configurations ordonne´es (phase
ne´matique σ+ 6= σ−). Intuitivement, cette transition peut se comprendre en regardant la
figure 5.5. A` l’inte´rieur de leur boˆıte, toutes les allumettes sont aligne´es les unes avec les
autres (phase ne´matique). Au contraire, si on les laisse tomber, elles prennent des orien-
tations ale´atoires (phase isotrope). Cela signifie qu’il existe un volume de confinement
critique en dessous duquel les allumettes vont spontane´ment s’ordonner pour former une
phase ne´matique. Dans notre cas, la densite´ critique est donne´e par :
ccrit =
2
εu
Pour des concentrations infe´rieures a` ccrit, la tige ne pre´sente aucune direction privile´gie´e et
elle se trouve dans la phase isotrope. Au dela` de ccrit, les effets de confinement deviennent
plus importants et la tige s’auto-aligne et devient ordonne´e (cf figure 1 de l’article). De
telles configurations ne´matiques sont cohe´rentes avec les configurations spirale´es que nous
avions de´ja` rencontre´es a` la fin du chapitre 3. Cette transition vers une phase ne´matique
quand la densite´ augmente, est accompage´e d’une diminution relative de la pression et
de la force d’injection (cf figure 2 de l’article). Cela signifie qu’il est me´caniquement
avantageux d’abandonner la phase isotrope pour la phase ne´matique de manie`re a` pouvoir
continuer a` accommoder une densite´ de tige plus grande a` l’inte´rieur du re´cipient. Nous
avons aussi trouve´ que notre the´orie pre´dit une deuxie`me transition pour de tre`s grandes
densite´s. Cette transition de “blocage” est controˆle´e par la taille microscopique b. Nous
avons de´veloppe´ une analyse asymptotique du syste`me d’e´quations [5.23-5.26] dans la
limite ou` c ≫ 1 et b 6= 0. Les re´sultats de ce calcul mettent en e´vidence l’existence d’une
singularite´ en taille finie de l’e´nergie (cf figure 4 de l’article), de la pression et de la force
d’injection quand la taille line´aire accessible a` la tige s’approche de :
ℓblocage =
√
b2
π2
+
b
8uc
.
Cette longueur est tre`s petite car elle est de l’ordre de grandeur de b. Cependant, il est
inte´ressant de noter que cette transition de “blocage”, non triviale, persiste malgre´ l’ap-
proximation de champ moyen. Meˆme si nous trouvons qu’un ordre de grandeur de ℓblocage,
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le fait que cette 2e`me transition reste pre´sente indique qu’il s’agit d’un phe´nome`ne robuste.
Nous renvoyons maintenant le lecteur a` l’article reproduit pour le de´tail de ces re´sultats
ainsi qu’un bilan du chapitre.
Erratum. Dans l’e´quation 33 de l’article qui suit, il faut lire kε3P/L a` la place de kεP.
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Abstract – We propose a statistical field theory to study the properties of elastic rods confined
in 2D containers. Using a mean-field evaluation of the path integral, we show how a self-
reorganization of the folding pattern between disordered and ordered configurations above a
critical density leads to a more eﬃcient packing. In addition, we predict the existence of a jamming
transition for higher densities. The nature of this jamming transition is compared with similar
observations in experiments on packing of flexible structures. The advantage of this approach
is that it puts on an equal footing the geometrical features (such as self-avoidance) and the
mechanical response to confinement.
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Introduction. – A large variety of elastic structures
naturally seem to be confined into environments too
small to accomodate them. Whether it is tree leaves
growing inside buds, electronic cables folded up in a box,
compacted viral DNA within capsids or even a simple piece
of crumpled paper, these structures span a whole variety
of diﬀerent length-scales. They usually consist of thin
sheets or rods constrained to undergo large deformations.
Because of their biological and technological importance,
the properties of confined low-dimensional objects are now
the subject of increasingly growing attention.
In this letter, we focus on a particular case of pack-
ing: an elastic rod confined into a two-dimensional cell.
The main objective is to obtain simultaneous information
about the geometry of folded rod configurations as well as
their associated mechanical response without having an
a priori knowledge of either one. Our approach follows
that of equilibrium statistical mechanics. The pioneering
work of Edwards on granular matter [1] has shown how the
powerful arsenal of statistical physics can be extended to
athermal systems. This method has proven its applicabil-
ity to other fields as well [2]. Because there is no thermal
averaging due to Brownian motion, this approach requires
the presence of a macroscopic tapping (analog to an eﬀec-
tive temperature) allowing the system to explore its entire
phase space.
Formulation of the model. – We consider an elastic
rod of total length L confined in a 2D container of
linear size ℓ. Spatial configurations are represented by
the vector R(s) parameterized by the arclength s∈ [0, L].
In analogy with semi-flexible polymers (or wormlike
chains), abrupt changes of direction are regularized via
the persistence length ε introduced by the bending energy.
We also consider the existence of a microscopic cut-oﬀ
length-scale b. In the context of polymers b would be the
monomer size and for a continuous (but thick) rod, b is
related to the greatest curvature elastically allowed by
the rod thickness (below which, for example, plasticity
becomes important). b is taken into account by assuming
a lower cutoﬀ in all the integrals over the arclength s that
follow. The partition function describing this confined rod
is written as path integral over all possible configurations:
e−Y =
∫
D [R] e−ε/2
∫
dsR′′2
×e−u/2
∫
ds1
∫
ds2[R′(s1)×R′(s2)]2δ2(R(s1)−R(s2))
×δ
(∫
dsR2/L− ℓ2
)
δ
(
R′2− 1) , (1)
where Y is the (dimensionless) reduced free energy, which
can be dimensionalized by the characteristic energy scale
of the tapping. Our model is composed of a number of
ingredients which we now specify. Two types of interaction
contributing to the rod energy can be separated: i) Elas-
ticity theory shows that bending deformations increase
the rod energy proportionally to R′′2. ii) Topological self-
avoidance. This constraint is dealt with by introducing an
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Onsager-like term [3]: the local excluded volume created
by self-intersections is proportional to |sin α| where α is
the angle between touching segments. Here we take sin2α
which shares the same properties as |sinα| but allows
more advanced calculations. The dimensionless parameter
u fixes the intensity of this interaction. Finally, the radius
of gyration of the rod set to ℓ through a δ-constraint. This
term encodes the presence of an outer rigid container.
The area, A, occupied by the rod is then given by A= kℓ2
(k being a constant of order unity). Decreasing ℓ is
equivalent to increasing the rod density inside the cell.
Since R(s) and its first derivative R′(s) are well-defined
the geometric constraint R′2 = 1 has to be satisfied all
along the rod. This constraint ensures the inextensibility
of the rod and simply stems from Pythagoras’ theorem.
In the following, we will re-write the partition function in
terms of the 2D orientation tensor σij(r) defined as
σij(r)=
∫
dsR′iR
′
j δ
2 (r−R(s)) . (2)
This collective coordinate will serve as our order para-
meter measuring the local orientation of the rod. Its
eigenvalues, σ+ and σ− yield the two principal directions
of the rod. By denoting c=L/A the rod density inside
the cell, we can parameterize these eigenvalues by
σ± =
c
2
(1± ξ) with ξ ∈ [0, 1]. (3)
Evaluation of the free energy. – Our aim in this
part is to extract the free energy Y (see [2] for more
technical details). First, we exponentiate the awkward
δ-constraints by introducing the conjugate fields λ(s) and
χ through the Fourier transforms:
δ
(
R′2− 1)=K ∫ D[λ]e−i ∫ dsλ(s)(R′2−1), (4)
δ
(∫
dsR2/L− ℓ2
)
=K ′
∫
dχ e−iχ(
∫
dsR2/L−ℓ2), (5)
where K and K ′ are normalization constants. Similarly,
the definition of the orientation tensor in eq. (2) is intro-
duced through a δ-function which is then exponentiated
using the conjugate tensorial field ψij(r), whose eigen-
values are ψα (α=+,−). We illustrate this operation by
explicitly writing down the geometric self-interaction:
e−u/2
∫
ds1
∫
ds2[R′(s1)×R′(s2)]2δ2(R(s1)−R(s2)) =
K ′′
∫
D[σ]D[ψ]e−u/2
∫
d2r(σiiσjj−σijσji)
× e−i
∫
dsR′iψij(R(s))R
′
j+i
∫
d2rψijσji . (6)
Incorporating eqs. (4)–(6) into eq. (1), we can write the
partition function as
e−Y =
∫
D[σ]D[ψ]D[λ]dχ e−Yfields︸ ︷︷ ︸
V
∫
D[R]e−YR︸ ︷︷ ︸
W
, (7)
separating it into a R-independent integral denoted V
and a R-dependent one denoted W . To make the calcula-
tions tractable, we turn to the mean-field approximation.
The fields λ(s), ψij(r) and σij(r) are replaced by their
mean values disregarding fluctuations. For clarity we will
contract the notation by defining: λ˜= iλ, ψ˜α = iψα and
χ˜= iχ. Within this approximation, one can verify that
V = e
−λ˜L−A∑α ψ˜ασα+uA2
[
(
∑
α σα)
2−∑α σ2α
]
−χ˜ℓ2
. (8)
In order to determine W , we take the discrete Fourier
transform of R(s) =
∑
n Rˆ(n)e
iqns with qn = 2πn/L. The
total length L can be counted in units of the cutoﬀ
length b so that L=Nb and the maximum value of qn
is qmax = π/b. Therefore W can be written as
W=
∫
D[R]e−2π
∑
n Rˆi(n)MijRˆj(−n), (9)
with Mij(n) = (εq
4
n/2+ λ˜q
2
n+ χ˜/L)δij + ψ˜ijq
2
n. Since δij
commutes with all operators, we write ψ˜ij in terms of its
eigenvalues ψ˜α. Going back to the continuous limit, this
Gaussian integral reads
W = e−L/2π
∑
α
∫
qmax
0
dq ln(εq4/2+(λ˜+ψ˜α)q2+χ˜/L). (10)
At this point it seems convenient to introduce the dimen-
sionless variables and parameters which will be used
throughout the rest of the letter:
Λ= ελ˜, τ = 2ε3χ˜/L, (11)
β = b/πε, γ = εuc/2, φ= (ℓ/ε)2 . (12)
The microscopic length-scale b is rescaled by the persis-
tence length ε to give a dimensionless small parameter β.
The second parameter γ is a measure of the rod density c
and φ represents the size ℓ of the container counted in units
of ε. A more condensed notation is achieved by defining
z± = 2
(
Λ+ εψ˜∓
)
. (13)
Incorporating these results in eq. (7) and after some
calculations, we extract the following expression for the
field-dependent free energy:
Y =
L
2πβε
∑
+,−
∫ 1
0
dq ln
[
1+
z±β2
q2
+
β4τ
q4
]
−LΛ
ε
− Lγ
2ε
(
1− ξ2)− Lτφ
2ε
. (14)
The next step is to perform the saddle-point approxima-
tion (also called the stationary-phase approximation) that
amounts to identifying the points that contribute the most
to the integral in eq. (7). Looking for stationary points of
Y with respect to Λ, ψα, χ and σα yields a system of three
equations determining Λ, τ and ξ (defined in eq. (3)):
β
∫ 1
0
y2dy
y4+ z−β2y2+β4τ
=
π
2
(1+ ξ), (15)
54002-p2
Folding of flexible rods confined in 2D space
β
∫ 1
0
y2dy
y4+ z+β2y2+β4τ
=
π
2
(1− ξ), (16)
β3
∑
+,−
∫ 1
0
dy
y4+ z±β2y2+β4τ
= πφ, (17)
and directly fixes the eigenvalues of ψ˜ij :
ψ˜± =
uc
2
(1∓ ξ) ⇒ z± = 2[Λ+ γ(1± ξ)]. (18)
Configurational phase transition. – In the limit
β→ 0+ corresponding to infinitesimally small b, equations
(15)–(17) can be solved exactly in two classes of solutions:
ξ = 0 (isotropic phase) and ξ = 0 (nematic phase). Once Y
is determined for both phases, we will be interested in two
physical quantities: i) the mechanical pressure P exerted
by the rod on the container and ii) the injection force F .
P is given by the variation of Y with respect to small
changes in the occupied area A= kℓ2 keeping the total
length L constant. Similarly F is given by the variation of
Y associated with small changes in L (this time keeping
A constant):
P =−
(
∂Y
∂A
)
L
and F =
(
∂Y
∂L
)
A
. (19)
The transition between ξ = 0 and ξ = 0 is controlled by the
critical radius t:
t2 ≡ Lεu
2k
= γℓ2 , (20)
where γ was defined in eq. (12).
Isotropic phase. If ℓ > t, we are in the isotropic regime
with ξ = 0. In this case both eigenvalues of the orientation
tensor are equal: there is no preferred orientation. Exact
solutions in this phase are
ξ = 0, Λ=
1
2
− ε
2
ℓ2
− t
2
ℓ2
, τ =
ε4
ℓ4
.
This allows us to determine Y , P and F using eq. (19):
Yisotropic =
L
2ε
(
1+
ε2
ℓ2
+
t2
ℓ2
)
,
Pisotropic =
L
2kε
(
ε2
ℓ4
+
t2
ℓ4
)
, (21)
Fisotropic =
1
2ε
(
1+
ε2
ℓ2
+
2t2
ℓ2
)
.
Nematic phase. If ℓ < t, we are interested in the case
ξ = 0. Solutions for the fields are given by
ξ =
√
1− ℓ
t
, Λ=−ε
2
ℓ2
− t
2ℓ
, τ =
ε4
ℓ4
,
from which we determine the mechanical properties:
Ynematic =
L
2ε
(
ε2
ℓ2
+
2t
ℓ
)
,
Pnematic =
L
2kε
(
ε2
ℓ4
+
t
ℓ3
)
, (22)
Fnematic =
1
2ε
(
ε2
ℓ2
+
3t
ℓ
)
.
Fig. 1: Schematic representation of a nematic ordering in
axi-symmetric (left) and rectangular geometries (right).
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Fig. 2: Pressure for the isotropic and the nematic phases, with
(ε/t)2 = 0.1. Note that above the transition (i.e. for ℓ/t 1),
the pressure of the nematic phase is lower.
One can visualize this nematic order as the rod aligning
itself with the largest macroscopic size of its container. The
rod develops large areas of self-contact. Depending on the
geometry of the system, possible nematic arrangements
are spirals (axisymmetric containers observed in [4]) or
layered loops (rectangular containers and directed packing
of metallic wires observed in [5]) shown schematically in
fig. 1.
Transition. Nematic configurations are well-defined
only for ℓ t (i.e. γ  1). It turns out that for ℓ= t, the
nematic and isotropic arrangements are equally favorable
energetically. As ℓ is further decreased, the pressure varies
continuously from isotropic to nematic but presents a
kink at the transition point (see fig. 2). This makes it a
second-order phase transition. Due to an organized folding
pattern in the nematic phase, one can also see that the
injection force and the mechanical pressure increase more
slowly than what would have happened with an isotropic
arrangement. This self-organization of the rod above a
critical density c= 2/εu allows for a more eﬃcient packing.
Role of the microscopic length-scale. – Now we
turn our attention to the high-density regime where
ordered configurations have already been reached. Intu-
itively, one expects that for ℓ≪ t (or equivalently γ≫ 1)
the microscopic length scale b can no longer be ignored
(recall the physical meaning of b discussed in the formu-
lation of the model). We would like to understand the
influence of such a finite b on the results derived above.
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Fig. 3: Comparison of the theoretical results for τ (transcenden-
tal refers to eq. (29) and asymptotics to eq. (30)) with a direct
simulation (φ= 3 and γ = 100). Equation (31) predicts the
jamming transition at βcrit = 1.73 in agreement with the simu-
lation. The inset shows the perturbative solution up the 10th
order. Its radius of convergence agrees with β = 1/2
√
γ = 0.05.
Perturbation theory. As a first step we limit ourselves
to small values of b and expand eqs. (15)–(17) as a power
series in the small parameter β = b/πε. We have solved
these equations iteratively up to the 10th order in β. As
an illustration we write down the perturbative form of the
energy up to the second order:
Y = Ynematic
(
1+
2(2+
√
γφ− 2γφ)
π(1+2
√
γφ)
β
+
4−√γφ− 4γφ
π2(1+2
√
γφ)
β2+O(β3)
)
. (23)
A simple ratio test on terms of higher order indicates a
finite radius of convergence at βcrit ≈ 0.5/√γ . This limits
of course the perturbative approach, but more importantly
hints at a nonanalytic behavior for larger values of b.
The origin of this finite radius of convergence is in the
rational integrands of the form fα(q) = q
α/(q4+ zq2+ τ)
in eqs. (15)–(17) that can be expanded as∫ β−1
0
fα(q)dq =
∫ +∞
0
fα(q)dq
−
∫ +∞
β−1
dq qα−4
+∞∑
n=0
(−1)n
(
zq2+ τ
q4
)n
.
(24)
This expansion will be valid as long as (zβ−2+ τ)/
β−4 < 1. Inserting the actual expressions for z and τ ,
we find an upper bound beyond which a breakdown of
the series should occur for β < 12√γ . We performed direct
numerical resolutions of eqs. (15)–(17) using Newton’s
method for multiple sets of parameters {β, γ, φ} to verify
this analysis. The results for τ presented in fig. 3 show a
good agreement between the predicted radius of conver-
gence and the actual failure of the perturbative solutions.
What is interesting is that a breakdown of a perturbative
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φ = φ
crit
Fig. 4: Comparison of the free energy as a function of the
container size between direct numerical simulations (β = 1.5
and γ = 100) and theory (transcendental refers to eq. (29) and
asymptotics to eq. (32)). The prediction of eq. (31): φcrit = 2.25
is consistent with the numerical results.
qq +
Im (q)
Re (q)
0 1 −
qdeg
Fig. 5: Motion of the poles of fα(q) as β is increased.
calculation often foreshadows significant and non-trivial
changes ahead. Indeed, the numerical solutions reveal a
finite-size blow up for τ and Λ (while ξ remains bounded).
This leads to a divergence of the free energy (see fig. 4),
indicating a blow-up of the pressure as well. This solid-
like behavior signals the emergence of a new transition:
the density is reaching an ultimate value beyond which
rod configurations are blocked, resulting in a diverging
pressure and injection force. This jamming transition is
however reached for large values of β that cannot be
captured by the small β expansion.
Onset of the jamming transition. In fact it is the poles
of the rational functions fα(q) (see eqs. (15)–(17)) that
are responsible for this new transition. Because we have
no information on the values of z and τ at such large β’s,
we first track down the position of the poles numerically.
This allows us to draw a diagram of their position as
a function of β shown in fig. 5. As β is increased, a
degenerate pole initially appears in the imaginary upper
half plane, qdeg = β
√−z−/2, reaching the real axis when
4τ = z2−. There, it splits into 2 new singularities q± which
remain on the real axis, but still away from the integration
interval q ∈ [0, 1]:
q± =
β√
2
√
−z−±
√
z2−− 4τ ∈ℜ+. (25)
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While q+ moves safely away from the integration interval,
q− approaches 1+ dangerously. A crucial step is to try an
expansion in small η near the transition point: q− = 1+ η
with η≪ 1. We will see that this “bootstrap” assumption
is indeed justified since η vanishes exponentially fast close
to the divergence (see fig. 6). The analogous quantities
associated with z+ are found to stay safely away from the
real axis and do not bring any diﬃculties. It is therefore
useful to rewrite fα(q) as fα(q) = q
α/(q− q−)(q+ q−)(q2−
q2+), and then decompose it as a sum of rational functions.
The only problem comes from terms of the form ∝ 1/(q−
q−) since the functions fα(q) are integrated in q ∈ [0, 1].
The goal is now to expand equations (15)–(17) in terms of
the small parameter η. After some manipulations we find
a set of three coupled equations determining τ , Λ and ξ:
1
2(β4τ − 1)
(
log
2
η
− 2β2√τ arctanh 1
β2
√
τ
)
=
π
2β
(1+ ξ),
(26)
1
4β2γ
=
π
2β
(1− ξ), (27)
1
2(β4τ − 1)
(
log
2
η
− 2
β2
√
τ
arctanh
1
β2
√
τ
)
+
π
4β3
√
τγ
− 1
4β2γ
=
πφ
β3
. (28)
Equation (27) directly determines ξ and by combining
eq. (26) with eq. (28), we obtain a transcendental equation
for τ :
1√
τ
(
π
4β
√
γ
+arctanh
1
β2
√
τ
)
=
π
β
(
φ−β2) . (29)
The validity of this “bootstrap” approach is verified by
solving eq. (29) numerically and comparing it to the
numerical resolution described above (see fig. 3). Since
we are interested in the limit where solutions disappear,
we solve eq. (29) for asymptotically vanishing r.h.s. Near
the transition τ and Λ are related to each other through:
z−β2+ τβ4+1→ 0. To leading order, we find
τ =
1
πβ
√
φ−β2(
√
φ−β2−
√
πβ/16γ)
,
Λ =
−1
2π
(
1
β
+
π
β2
+
β√
φ−β2(
√
φ−β2−
√
πβ/16γ
)
,
ξ = 1− 1
2πγβ
. (30)
These asymptotic solutions compare well with the
numerical solutions (τ presented in fig. 3). From these
expressions, we identify the critical container size:
φcrit = β
2+
πβ
16γ
⇐⇒ ℓcrit =
√
b2
π2
+
b
8uc
. (31)
In order to check the self-consistency of this asymptotic
analysis in terms of η, one can use eqs. (26)–(28) to see that
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-5 -4.6 -4.2 -3.8 -3.4 -3
η
-φ / ( φ - φcrit )
Fig. 6: Log-lin plot of the expansion parameter η. It collapses
onto a straight line confirming an exponential decay.
η∝ exp(−φ/(φ−φcrit)). This exponential decay of η as we
approach the jamming transition is verified numerically
in fig. 6 validating our results. We are now in a position
to determine the energy of the rod close to the jamming
transition using eq. (14) (recall the definition of β, γ and
φ in eq. (12) to translate this to the physical values):
εY
L
≈ 1
2πβ
(
1
2
+
π
β
+ ln
32β5γ
π
+
πβ
8γ(φ−φcrit)
−
√
πβ
2γ(φ−φcrit) − ln(φ−φcrit)
)
. (32)
Because the singularity is extremely close to the inte-
gration interval numerical simulations become more
tedious but there is still a fairly good agreement with our
predictions. Proceeding on to the pressure, we find
kε2P ≈ 1
16γ(φ−φcrit)2 −
1
4
√
2πβγ(φ−φcrit)3/2
+
1
2πβ(φ−φcrit) . (33)
This expression has a complex structure that cannot
be fitted by a simple power law. This is because γ≫ 1
makes it impossible to drop out subdominant terms. We
postpone an interpretation of this result to the discussion.
Discussion and outlook. – The isotropic-nematic
transition shown here has been the subject of intense
recent experimental work. This is particularly true in the
context of shaken granular chains [6,7]. We believe this
class of experiments (exemplified by a bouncing dimer [8])
to be especially relevant to our model because the shaking
can be considered as the eﬀective temperature giving rise
to an energy scale central to our analysis. On the other
hand, quasi-static experiments on the compaction of
rods [4,5] also display the various nematic arrangements
justified in this letter. Now that the geometrical properties
of this transition are well understood, it would be nice
to measure the mechanical ones to test them against our
predictions. Numerical Hamiltonian walks [9–11] may be
a promising candidate where such measurements could
be achieved. In addition, we predict the existence of a
second transition at very high density. The blow-up of
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the pressure associated with this jamming transition has
a complex structure. It turns out to be in qualitative
agreement with previous predictions obtained in similar
contexts: packed elastic polygons [12] and a phenom-
enological conjecture in quasi-static rod compaction
experiments [4]. In any case, our result puts the existence
of this jamming transition on firm ground. It may also
help understand the lack of clear consensus between
experiments looking for one single exponent (ranging
between 1/3 in [13] and 1/2 in [14,15]). We would also
like to point out an interesting connection with recent
field-theoretical results for the Flory model. It can be
shown [16] that a compact self-avoiding polymer on a 2-D
lattice undergoes a melting transition (from an ordered,
solid-like phase to a disordered, fluid-like phase) when
the bending rigidity of the polymer is increased. Unlike
previous mean-field predictions, the transition is found
to be continuous which is consistent with our prediction
despite significant diﬀerences between the two approaches.
The model put forward in this letter is open to a
number of refinements. First of all, more realistic contain-
ers can be established by imposing stronger constraints.
For example, using δ(
∫
dsRm/L− ℓm) with m→+∞
represents a much sharper confining potential. Another
possibility is to put a direct restriction on the available
area in the spirit of [17]. The importance of plastic
bending in real materials in the high-density regime will
also be investigated in future work. Finally, one may
wonder how far the mean-field theory is valid and find
ways to go beyond this approximation (through Monte
Carlo simulations for example.)
While we left out the dynamical behavior [10,18],
certain aspects already suggest some similitude with
glassy systems. Because of self-avoidance, some regions of
the rod might get trapped in a given direction (phenom-
enon referred to as caging/reptation in the context of
granular matter/polymers) preventing the rod from reach-
ing its true ground state. On top of an extremely intricate
energetic landscape this geometrical frustration will
dramatically increase the relaxation times. We already
understand that the dimensionless order parameter ξ
(see eq. (30)) almost never becomes unity indicating a
fundamental source of disorder at high packing density.
Yet, this disorder does not result from a quenching mech-
anism, but is self-generated. Anyway, this work falls into
a new and growing avenue of research: the examination of
athermal systems (dynamical systems in general) through
the use of classical statistical physics tools.
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Conclusion
The rabbit-hole went straight on like a tunnel for some way, and then dip-
ped suddenly down, so suddenly that Alice had not a moment to think about
stopping herself before she found herself falling down what seemed a deep well.
Either the well was very deep, or she fell very slowly, for she had plenty of
time as she went down to look about her, and to wonder what would happen
next. Lewis Caroll (Alice’s Adventures in Wonderland).
Cette the`se montre que le confinement d’une tige e´lastique dans un espace a` 2 dimen-
sions abonde de phe´nome`nes physiques surprenants qui, jusque la`, n’avaient jamais e´te´
explore´s. En nous basant exclusivement sur quelques ingre´dients fondamentaux (the´orie
de l’e´lasticite´ et contrainte d’auto-e´vitement), nous avons re´ussi a` e´tudier de manie`re
simultane´e les proprie´te´s me´caniques et ge´ome´triques du repliement de la tige dans plu-
sieurs re´gimes de confinement. Cela nous a permis de mettre en e´vidence qu’en partant
d’une situation ide´ale ou` la tige ne contient qu’un seul pli, les configurations se complexi-
fient tre`s rapidement au fur et a` mesure que l’intensite´ du confinement augmente. Bien
que ce syste`me se place naturellement dans le domaine de la physique hors-e´quilibre, nous
avons de´couvert que son paysage e´nerge´tique posse`de une mesure statistique sous-jacente
tre`s proche de la loi de Boltzmann. Cette observation laisse supposer que les structures
plisse´es ge´ne´re´es lors du confinement de la tige peuvent s’e´tudier dans le cadre de la
physique statistique traditionnelle, de´marche que nous avons adopte´e a` la fin de la the`se.
Nous pensons que ces re´sultats constituent les premiers pas dans l’e´tude de ce syste`me
original et qu’ils ne pourront que contribuer au de´veloppement d’une the´orie unifie´e de
la physique statistique des syste`mes athermiques. Dans ce but, nous souhaitons conclure
en proposant quelques prolongements que nous jugeons particulie`rement attrayants :
1) Arrangement optimal - Condensation de Bose-Einstein ? Le but de l’expe´rience nu-
me´rique du chapitre 4 e´tait d’explorer le paysage e´nerge´tique de la tige. C’est pour cela
que nous avions choisi d’augmenter brusquement le parame`tre de controˆle Λ se´lectionnant
le rayon de gyration accessible a` la tige (cf e´quation (4.8)). Cette ope´ration, semblable
a` une trempe (“quenching”) nous avait permis de faire des statistiques sur les configura-
tions me´tastables de la tige et d’y e´tablir de roˆle principal joue´ par les branches. Toutefois,
comme nous l’avions mentionne´ dans la section 4.2.6, il est aussi possible d’augmenter Λ
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Fig. 6.1 – a) Configuration spirale´e obtenue graˆce a` l’expe´rience nume´rique du chapitre 4
en diminuant infiniment doucement (quasi-statique) l’aire accessible a` la tige. b) Configu-
ration obtenue graˆce a` l’expe´rience de´crite dans l’article reproduit a` la fin du chapitre 3.
Toutes les branches se superposent les unes sur les autres pour donner une configuration
de type “Yin-Yang”.
tre`s lentement, de manie`re a` laisser la tige relaxer vers le minimum global de l’e´nergie.
Apre`s avoir imple´mente´ cette nouvelle proce´dure, nous avons trouve´ qu’il semble n’y avoir
plus qu’un seul type de configuration possible : les configurations spirales en forme de
“Yin-Yang” (figure 6.1 a). Ces configurations, ou` la tige s’enroule sur elle meˆme pour
former une coque flexible spirale´e enfermant une courbe en S, correspondent pre´cise´ment
aux configurations que nous avions de´couvertes a` la fin de la cascade de bifurcations
du chapitre 3 (figure 6.1 b). D’ailleurs, la transiton entre la phase isotrope et la phase
ne´matique (chapitre 5) pre´dit que pour des confinements suffisamment grands, les confi-
gurations deviennent ordonne´es ce qui est cohe´rent avec l’e´mergence de configurations
spirale´es. Tous ces re´sultats sugge`rent que les configurations de type “Yin-Yang” consti-
tuent l’arrangement optimal de la tige e´lastique confine´e, c’est a` dire l’e´tat de plus faible
e´nergie. Ce re´sultat nous permet, d’une part, de fermer la boucle ouverte au de´but de la
the`se, lors de la pre´sentation des arrangements optimaux de sphe`res dures, en proposant
les configurations “Yin-Yang” comme arrangement optimal des tiges e´lastiques confine´es
en 2D. (L’e´nergie de ces configurations est calcule´e dans l’appendice 7.4.) D’autre part,
rappelons nous que l’e´le´ment “branche” est apparu a` plusieurs reprises au cours de la
the`se comme jouant le roˆle de sous-constituant e´le´mentaire de la tige (cf chapitre 3 et 4)
nous permettant de construire la the´orie statistique pre´sente´e dans le chapitre 5. Dans
le cas d’une configuration “Yin-Yang”, toutes les branches sont superpose´es les unes aux
autres (figure 6.1) et se retrouvent exactement dans le meˆme e´tat (meˆme e´nergie, meˆme
longueur, meˆme courbure). Cette observation est assez re´miniscente de la statistique de
Bose-Einstein ou` des particules de spins entiers peuvent occuper simultane´ment le meˆme
e´tat quantique. De`s lors, il n’y a plus qu’un pas a` franchir pour commencer a` soupc¸on-
ner que les branches puissent se comporter comme des “bosons” et que leurs proprie´te´s
statistiques soient de´crites pas une distribution de Bose-Einstein. Comme le nombre de
branches n’est pas fixe´ a` l’avance mais est auto-de´termine´ par le syste`me, nous avons
compare´ la densite´ de probabilite´ (PDF) de l’e´nergie des branches E˜br a` une distribution
de Bose-Einstein de potentiel chimique nul. En conservant les notations du chapitre 4, la
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Fig. 6.2 – L’histogramme de l’e´nergie des branches est exactement le meˆme que celui
de la figure 4.12. La ligne continue montre qu’une distribution de Bose-Einstein de´crit
relativement bien les donne´es nume´riques.
PDF de E˜br est donne´e par :
ρ(E˜br) =
α
exp
(
β E˜br
)− 1 {α = 0.56× 10−3, β = 2× 10−3}.
Comme dans le chapitre 4, les parame`tres α et β sont directement fixe´s par les donne´es
nume´riques et nous ne faisons que choisir un ajustement des donne´es par une loi de Bose-
Einstein. La figure 6.2 montre qu’il y a un bon accord, qualitativement comparable a` celui
de la figure 4.12. Cela signifie qu’en plus d’eˆtre dans l’e´tat fondamental, les configurations
“Yin-Yang” pourraient correspondre a` un condensat de toutes les branches dans le meˆme
e´tat et eˆtre “analogues” a` un condensat de Bose-Einstein en physique quantique. Bien
que cette observation soit encourageante, il ne s’agit, a` ce stade, que d’une conjecture
qui me´ritera d’eˆtre plus approfondie dans le futur de manie`re a` mieux comprendre les
possibles ressemblances entre les deux phe´nome`nes.
2) Origine de la tempe´rature effective ? Le chapitre 4 montre qu’il existe une e´chelle
d’e´nergie caracte´ristique donnant naissance a` une queue exponentielle dans la distribution
de l’e´nergie des branches. Ce re´sultat indique que meˆme en l’absence de bruit thermique le
paysage e´nerge´tique de la tige continue a` eˆtre explore´, ce qui a motive´ notre approche sous
l’angle de la physique statistique. Pour l’instant, il s’agit d’une tempe´rature“effective”que
nous sommes capables de mesurer, mais pas encore d’associer clairement a` un phe´nome`ne
physique permettant de la se´lectionner. Il reste beaucoup de travail pour de´terminer
l’influence de l’intensite´ du confinement, de la friction inter-branches et de l’e´lasticite´ de
la tige (a` travers son module de rigidite´) avant de savoir a` quoi cette e´nergie caracte´ristique
correspond vraiment.
Du point de vue de l’expe´rience nume´rique, un prolongement inte´ressant serait de
faire des cycles d’oscillations du parame`tre de controˆle Λ. Ceci permettrait d’e´claircir cette
question en utilisant des relations de fluctuation-dissipation. D’autre part, les expe´riences
associe´es aux simulations nume´riques du chapitre 4 (de´crites plus en de´tail dans [100])
montrent de´ja` que cette tempe´rature effective s’e´quilibre entre des sous-syste`mes ge´o-
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Fig. 6.3 – “Crumpled paper” (J. H. Waterborg, University of Missouri-Kansas City.)
me´triquement diffe´rents. Afin de s’assurer qu’il s’agit bien de l’e´quivalent d’une vraie
tempe´rature, il reste a` de´terminer si notre tempe´rature effective est aussi intensive.
3) Vieillissement - Apsects dynamiques ? Comme nous l’avions explique´ dans l’article
joint au chapitre 5, la complexite´ du paysage e´nerge´tique, associe´e a` la frustration ge´o-
me´trique de non-interpe´ne´trabilite´, sugge`re que le comportement d’une tige e´lastique
confine´e rentre naturellement dans la classe des syste`mes vitreux. Il serait inte´ressant de
voir comment ge´ne´raliser notre the´orie de manie`re a` inclure une e´volution dynamique.
Dans cette optique, il serait avantageux de de´finir un nouveau tenseur d’orientation de la
forme suivante :
σi j (r, t) =
Z
ds R′i(s, t) R
′
j(s, t) δ (r−R(s, t))
Dans ce cas, la quantite´ sur laquelle il faudrait se concentrer serait la fonction de corre´la-
tion du tenseur d’orientation dynamique entre un temps tw (temps d’attente) et le temps
final t graˆce a` une fonction a` quatre points du type :
G4
(
r, r′, t, tw
)
= 〈σi j (r, t)σℓm
(
r′, t + tw
)〉
En raison de l’importance du confinement et de l’auto-e´vitement dans cette ge´ome´trie
bi-dimensionnelle, nous nous attendons a` ce que les proprie´te´s dynamiques posse`dent
des caracte´ristiques originales et non-triviales compare´es aux mode`les de reptation de
polyme`res. Une telle ge´ne´ralisation de notre the´orie permettrait de comprendre l’origine
des temps de relaxation effectivement tre`s longs observe´s dans les expe´riences de vibration
de tiges que nous avions pre´sente´es dans la section 1.3.4.
4) Ge´ne´ralisation a` des dimensions supe´rieures ? Nous avons commence´ a` de´velopper
une nouvelle the´orie des champs pour e´tudier les proprie´te´s statistiques d’une plaque
e´lastique (figure 6.3). L’ide´e est de suivre une approche similaire a` celle du chapitre 5 en
e´crivant une fonction de partition ne prenant en compte que les ingre´dients minimaux.
Contrairement au cas des tiges (1D), le froissement d’une surface (2D) produit des singu-
larite´s ge´ome´triques (plis et d-cones, voir section 1.3.3). En plus de l’exposant de rugosite´,
il serait inte´ressant de trouver les e´quations d’e´tat d’une feuille de papier froisse´ (pression
en fonction du volume par exemple...).
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7
Appendices
7.1 Instabilite´ de flambage
Cet appendice pre´sente les de´tails de l’instabilite´ de flambage d’une tige e´lastique
plonge´e dans un potentiel quadratique (cf chapitre 4).
Euler-Lagrange De manie`re a` rester fide`le aux notations utilise´es dans le texte, les
configurations de la tige sont repre´sente´es par le vecteur R(s) = {x(s), y(s)} parame´trise´
par l’abscisse curviligne s. L’e´nergie totale de la tige s’e´crit comme la somme de son
e´nergie de flexion et de son e´nergie de confinement (cf e´quation (4.1)) :
Etotal =
B
2
Z L
0
(
dθ
ds
)2
ds +
λ
2
Z L
0
R2(s)ds, (7.1)
ou` θ(s) repre´sente l’angle entre le vecteur tangent a` la tige au point s et l’axe fixe x. Les
coordonne´es de R(s) sont donne´es par :
dx
ds
= cos θ et
dy
ds
= sin θ. (7.2)
On peut alors re´-e´crire l’e´nergie (7.1) en introduisant deux multiplicateurs de Lagrange γ(s)
et η(s) :
Etotal =
B
2
Z L
0
(
dθ
ds
)2
ds +
λ
2
Z L
0
(
x2 + y2
)
ds
+
Z L
0
γ(s)
(
dx
ds
− cos θ
)
ds +
Z L
0
η(s)
(
dy
ds
− sin θ
)
ds. (7.3)
La minimisation de l’e´quation ci-dessus par rapport a` θ(s), x(s) et y(s) donne les e´qua-
tions suivantes :
B
d2θ
ds2
− γ sin θ + η cos θ = 0, (7.4)
dγ
ds
= λx, (7.5)
dη
ds
= λy. (7.6)
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Stabilite´ line´aire Comme nous ne nous inte´ressons qu’au seuil de flambage, il suffit de
conside´rer les petites de´flections autour de θ = 0. A` l’ordre le plus bas, on peut e´crire x = s
et utiliser l’approximation line´aire dθ/ds = d2y/dx2. Dans ce cas, η = 0 et on obtient :
γ =
−λ
2
(
L2− x2
)
, (7.7)
ou` nous avons utilise´ la condition au bord γ(0) =−λL2/2 pour inte´grer l’e´quation (7.5).
Cette condition sur la force λ(s) signifie qu’une des extre´mite´s de la tige se trouve au
centre {x = 0, y = 0} du potentiel quadratique. L’e´quation (7.4) devient alors :
d3y
dx3
+
λ
2B
(
L2− x2
) dy
dx
= 0. (7.8)
En introduisant la fonction interme´diaire :
ω(x) = y′(x) (7.9)
et en faisant les changement de variables suivants :
X =
√
2
(
λ
2B
)1/4
x et ν = −1
2
(
1−
√
λL4
2B
)
, (7.10)
on peut alors re´-e´crire l’e´quation (7.8) sous la forme d’une e´quation de Weber :
ω′′(X) +
(
ν +
1
2
− X
2
4
)
ω(X) = 0. (7.11)
Les solutions s’expriment a` l’aide des fonctions du cylindre parabolique [108] :
ω(X) = c1Dν(X) + c2D−ν−1(iX). (7.12)
Les conditions aux bords a` prescrire pour de´terminer les constantes c1 et c2 sont :
– Orientation de la tangente. Graˆce a` la syme´trie de rotation du potentiel quadra-
tique, il suffit d’imposer ω(0) = 0 ce qui donne :
2ν c1
Γ
(
1−ν
2
) + c2√
2 Γ
(
2+ν
2
) = 0 (7.13)
– Extre´mite´ libre. Puisque la tige n’est soumise a` aucun moment localise´ en son
autre extre´mite´, on impose que ω′ doit s’annuler en x = L. Avec les changements
de variables (7.10), cela signifie que :
ω′(
√
2 (2ν + 1)) = 0. (7.14)
En re´-inse´rant (7.13) dans (7.14), on obtient une e´quation complexe aux valeurs propres
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Fig. 7.1 – Graphe des e´quations [7.15-7.16]. Les deux fonctions s’annulent simultane´ment
en νcrit ≈ 0.63. ce qui de´termine le seuil de flambage de la tige.
de´terminant ν. Dans ce cas, il s’agit de trouver la premie`re valeur de ν qui annule simul-
tane´ment les parties re´elles et imaginaires. La partie re´elle de l’e´quation de´coulant de la
condition (7.14) donne :
2ν Γ
(
2+ν
2
)
Γ
(
1−ν
2
) (√1 + 2ν Re[D−ν−1 (i√2 + 4ν)]−√2 Im[D−ν (i√2 + 4ν)])
+
√
2 + 4ν
2
Re
[
Dν
(√
2 + 4ν
)]
−Re
[
Dν+1
(√
2 + 4ν
)]
= 0. (7.15)
Sa partie imaginaire donne :
2ν Γ
(
2+ν
2
)
Γ
(
1−ν
2
) (√1 + 2ν Im[D−ν−1 (i√2 + 4ν)]+√2 Re[D−ν (i√2 + 4ν)])
+
√
2 + 4ν
2
Im
[
Dν
(√
2 + 4ν
)]
− Im
[
Dν+1
(√
2 + 4ν
)]
= 0. (7.16)
On de´termine alors nume´riquement, par la me´thode de Newton, la premie`re valeur de ν
qui satisfait simultane´ment aux e´quations (7.15) et (7.16) (voir figure 7.1) :
νcrit ≈ 0.63. (7.17)
En utilisant la de´finition de ν (cf e´quation (7.10)) on retrouve bien le seuil de flambage
annonce´ dans le chapitre 4 (cf e´quation (4.5)) :
Lcrit ≈ 1.8
(
B
λ
)1/4
. (7.18)
7.2 Ge´ome´trie statistique
Distribution exponentielle Conside´rons une tige de longueur ℓ0 sur laquelle on distri-
bue des points de manie`re ale´atoire. Nous imposons, tout de meˆme, un nombre moyen
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Fig. 7.2 – Les points rouges de´signent les emplacements de points de coupure de la tige.
a) La position des points est ale´atoire mais distribue´e avec un nombre moyen de points N0
par unite´ de longeur (voir texte). Ce de´coupage re´sulte en une distribution exponentielle
de la taille des segments. b) De´coupage hie´rarchique de l’intervalle initial. Nous avons
repre´sente´ les 3 premie`res e´tapes du de´coupage. La longueur du segment contenue dans
l’ellipse bleue est : ℓ = ℓ1ℓ2ℓ3. Apre`s n ≫ 1 e´tapes on obtient 2n segments dont la taille
suit une distribution log-normale.
de points par unite´ de longueur note´ N0. La quantite´ inte´ressante est la statistique des
longueurs des segments de la tige situe´s entre deux points successifs (voir figure 7.2 a). Il
est possible de montrer que cette “fragmentation” stochastique de l’intervalle initial suit
un processus de Poisson [109, 110]. Ceci implique que la probabilite´ de trouver exacte-
ment n points a` l’inte´rieur d’un segment de longueur ℓ, note´e P(n | ℓ), est donne´e par des
statistiques binomiales. Dans la limite ℓ≪ ℓ0 (approximation de la tige infinie, e´quiva-
lente a` la limite de grand nombre d’essais), les statistiques binomiales se re´duisent a` la
distribution de Poisson et l’on a :
P (n | ℓ) = (N0ℓ)n e
−N0ℓ
n!
. (7.19)
Calculons tout d’abord la probabilite´ de ne trouver aucun point a` l’inte´rieur d’un segment
de taille ℓ. Il suffit de prendre n = 0 dans l’e´quation (7.19) pour trouver :
P (0 | ℓ) = e−N0ℓ.
Concentrons nous maintenant un e´le´ment de longueur infinite´simale dℓ situe´ a` l’une
des extre´mite´s du segment conside´re´ ci-dessus. La probabilite´ pour que cette extre´mite´
contienne un point est donne´e par :
P (1 |dℓ) = N0dℓ.
La position d’un point e´tant comple`tement de´corre´le´e de la position des autres, la probabi-
lite´ de trouver un segment dont la longueur est comprise entre ℓ et ℓ+ dℓ est simplement :
dP = P (0 | ℓ) P (1 |dℓ) = N0e−N0ℓdℓ.
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Ceci permet de de´terminer imme´diatement la densite´ de probabilite´ de longueur des
segments ρ(ℓ) = dP/dℓ, soit :
ρ (ℓ) = N0e
−N0ℓ. (7.20)
La densite´ de probabilite´ de longueur des segments issus d’un de´coupage ale´atoire d’une
tige de´croit selon une exponentielle avec une distance caracte´ristique 1/N0.
Distribution log-normale Conside´rons maintenant un me´canisme de “fragmentation”
stochastique diffe´rent. Il s’agit de la division hie´rarchique illustre´e sur la figure (7.2 b).
Contrairement au cas discute´ dans le paragraphe pre´ce´dent, la tige est maintenant de´-
coupe´e ite´rativement en morceaux de tailles diffe´rentes [111]. La longueur de coupure ℓi
de ces segments est une variable ale´atoire issue d’une densite´ de probabilite´ posse´dant
une moyenne µ et une variance σ2 bien de´finis. Commencons par diviser l’intervalle ini-
tial en deux morceaux de tailles ine´gales. Ces deux morceaux sont ensuite eux meˆmes
re-de´coupe´s en deux nouveaux morceaux plus petits. Au bout de n ite´rations nous obte-
nons finalement 2n segments. Si l’on isole un de ces segments (bas de l’ellipse bleue sur
la figure 7.2 b), sa longueur est :
ℓ =
n
∏
i=1
ℓi (7.21)
ou` les ℓi mis en jeu ne correspondent qu’aux segments des n− 1 ge´ne´rations de coupure
pre´ce´dentes contenus dans l’ellispe bleue (les “anceˆtres”du segment que nous avons isole´).
On peut alors prendre le logarithme de ℓ qui devient une somme de variables ale´atoires :
log ℓ =
n
∑
i=1
ℓi
D’apre`s le the´ore`me centrale limite, cette somme converge vers une distribution normale
de moyenne µ¯ = nµ et de variance σ¯2 = nσ2 quand n →∞. La densite´ de probabilite´
converge donc vers :
ρ (log ℓ) =
1
σ¯2
√
2π
exp
(
−(ℓ− µ¯)
2
2σ¯2
)
.
Il suffit de faire un changement de variable ℓ→ exp(L) pour obtenir la densite´ de pro-
babilite´ de longueur des segments. La probabilite´ contenue dans un e´le´ment diffe´rentiel
devant eˆtre invariante du changement de variable :
|ρ(ℓ)dℓ | = |ρ(L)dL |,
on obtient alors imme´diatement la distribution des longueurs :
ρ (L) =
1
L σ¯2
√
2π
exp
(
−(log L− µ¯)
2
2σ¯2
)
. (7.22)
La distribution log-normale apparaˆıt comme une conse´quence de la division hie´rarchique
la tige en morceau de plus en plus petit. C’est ce me´canisme de formation et subdivison
des plis dans une boulette de papier froisse´ qui avait e´te´ propose´ dans [112] avant d’eˆtre
observe´ expe´rimentalement dans [48, 59, 58]. De manie`re ge´ne´rale, cette distribution s’ap-
plique de`s que la quantite´ d’inte´reˆt re´sulte d’un produit d’un grand nombre de variables
ale´atoires inde´pendentes.
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Distribution gamma Conside´rons un ensemble de n variables ale´atoires inde´pendantes
{X1, ..., Xn} distribue´es selon une loi exponentielle de moyenne λ. Comme dans l’e´qua-
tion (7.20), leur densite´ de probabilite´ est donne´e par :
fi (t) =
1
λ
exp
(
− t
λ
)
i = {1, ...,n}.
Notons Z la variable ale´atoire de´finie comme la somme des n variables ale´atoires pre´ce´-
dentes :
Z =
n
∑
i=1
Xi
Puisque nous supposons les Xi toutes inde´pendantes les unes des autres, la densite´ de
probabilite´ de Z, note´e h(z), est donne´ par la multi-convolution :
h(z) =
ZZ
...
Z
f1(t1) f2(t2)... fk(z− t1− t2 ... − tk−1)dt1dt2...dtk−1.
On peut alors montrer que h(z) correspond a` une distribution gamma de´termine´e par
deux parame`tres n (parame`tre de forme) et λ (parame`tre d’e´chelle) [113] :
h(z) =
zn−1 exp (−z/λ)
Γ (n)λn
, (7.23)
ou` Γ(n) est la fonction gamma. Le cas particulier d’un seul e´le´ment dans la somme (n =
1) redonne bien une distribution exponentielle de moyenne 1/λ. Cela montre qu’une
distribution gamma est compatible avec l’interaction de n sous-syte`mes distribue´s selon
une loi exponentielle. La formule (7.23) de´finissant une distribution gamma est aussi
valable pour des n non-entiers. Dans ce cas l’interpre´tation en terme d’interactions entre
sous-syste´mes est moins e´vidente.
7.3 Transforme´e de Fourier ge´ne´ralise´e
Au cours du chapitre 5, nous sommes amene´s a` utiliser des transforme´es de Fourier qui,
au lieu de porter sur un scalaire, portent directement sur une fonction. Cet appendice est
consacre´ a` une explication intuitive de l’ide´e de base derrie`re ces transforme´es de Fourier
ge´ne´ralise´es.
Supposons que l’on dispose d’une fonction a` une variable x(s). Si l’on souhaite imposer
que cette fonction soit identiquement nulle, il faut e´crire une contrainte du type :
x(s) = 0 ∀s ∈ R =⇒ δ (x(s)) . (7.24)
De manie`re ge´ne´rale, les fonctions δ sont difficiles a` manipuler et il est avantageux de les
remplacer par une transforme´e de Fourier. Cependant, ceci n’est pas possible dans l’e´qua-
tion (7.24) car x de´pend continuˆment du parame`tre s. L’ide´e consiste alors a` discre´tiser
le parame`tre s avec ds = 1/N avant de prendre la limite N → +∞ pour se replacer dans
la limite continue. Dans ce cas, la contrainte peut se re´-e´crire sous la forme :
δ (x(s)) = lim
N→+∞
i=N
∏
i=−N
δ(xi), (7.25)
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ou` xi = x(si). Il est possible, maintenant, de transformer toutes les fonctions δ de manie`re
classique car xi est un scalaire. En introduisant qi = q(si), on obtient imme´diatement :
δ(x) = lim
N→+∞
i=N
∏
i=−N
Z
dqi exp (iqixi) , (7.26)
= lim
N→+∞
(
i=N
∏
i=−N
Z
dqi
)
exp
(
i
i=N
∑
i=−N
qixi
)
. (7.27)
En re´-e´crivant la somme dans l’exponentielle sous forme continue, les modes de Fourier
deviennent un champ conjugue´ q(s) et on a :
δ(x) =
Z
D[q] exp
(
i
Z
q(s)x(s)
)
. (7.28)
Nous retrouvons bien la formule que nous utilisons au cours du chapitre 5. Les proprie´te´s
de convergence de´passent le cadre de cet appendice et nous renvoyons le lecteur a` [114]
pour plus de de´tails sur la the´orie et les applications des inte´grales de chemin.
Approximation de champ moyen L’approximation de champ moyen consiste a` suppo-
ser que le champ conjugue´ q(s) est en fait inde´pendant de s : q(s) = q. Dans ce cas,
l’e´quation (7.28) s’e´crit :
δ(x) =
Z
dq exp
(
iq
Z
ds x(s)
)
. (7.29)
et ressemble un peu plus a` une transforme´e de Fourier classique sauf qu’elle contient
une inte´grale a` l’inte´rieur de l’exponentielle. Ceci signifie qu’au lieu que x(s) ≡ 0, c’est
maintenant seulement la valeur moyenne de x qui doit s’annuler :
Z
ds x(s) = 〈x〉 = 0. (7.30)
Dans cette approximation, les fluctuations de x(s) autour de sa valeur moyenne sont
ne´glige´es et seule la valeur moyenne contribue.
7.4 Configurations Yin-Yang
Cet appendice est consacre´ a` une e´tude plus de´taille´e des configurations de type Yin-
Yang. Supposons qu’une tige ferme´e, de longueur totale L et d’e´paisseur h se replie en
tournant sur elle-meˆme a` l’inte´rieur d’un disque rigide de rayon R. Au bout de N tours
elle donne un arrangement en forme de spirale laissant un “cœur” vide de rayon Rc (voir
figure 7.3) :
Rc =
√
(S− Lh)/π (7.31)
ou` S = πR2 est l’aire accessible a` l’inte´rieur du disque. En additionant le “cœur” vide et
la partie occupe´e par la tige spirale´e, on obtient la relation ge´ome´trique :
R = Nh + Rc. (7.32)
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Courbe−SMotif en
spirale
Rc
Fig. 7.3 – Exemple expe´rimental d’une configuration yin-yang obtenue lors du chapitre 3.
Graˆce a` la syme´rie de re´volution de la spirale on peut effectuer un changement de variable
pour exprimer le nombre de tours en fonction de l’angle radial θ = 2πN. Pour chaque
tour effectue´ autour de Rc le rayon de la spirale augmente de h. On peut donc e´crire :
r(θ) =
θh
2π
+ Rc. (7.33)
L’e´nergie e´lastique du motif en spirale est alors donne´e par :
Espiral =
B
2
Z L
0
ds
r2(θ)
=
B
2
Z 2πN
0
dθ
r(θ)
. (7.34)
ce qui donne apre`s inte´gration :
Espiral =
Bπ
h
log
(
1 +
Nh
Rc
)
. (7.35)
Il ne reste plus qu’a` de´terminer le nombre de tours ne´cessaire pour produire ce motif pour
obtenir Espiral. On utilise, pour cela, la conservation de la longueur totale de la tige :
L =
Z L
0
ds =
Z 2πN
0
dθ
κ(θ)
. (7.36)
Cette identite´ donne une e´quation polyomiale du deuxie`me degre´ en N :
N2 +
2Rc
h
N =
L
πh
⇒ N = 1
h
√
R2c +
Lh
π
− Rc
h
. (7.37)
En re´-injectant la valeur de N dans l’expression (7.35), on obtient :
Espiral =
Bπ
2h
log
(
1 +
Lh
πR2c
)
. (7.38)
Nous de´finissons une mesure du taux de compaction ρ base´e sur la proportion d’aire
occupe´e par la tige :
ρ =
Lh
S
(7.39)
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En utilisant l’expression de Rc nous pouvons finalement e´crire l’e´nergie e´lastique de la
spirale en fonction du taux d’occupation ρ :
Espiral =
Bπ
2h
log
1
1− ρ . (7.40)
La deuxie`me partie des configurations Yin-Yang correspond a` la courbe en forme de S
pie´ge´e a` l’inte´rieur de la coquille spirale´e. Puisque la taille line´aire accessible a` cette
courbe est Rc, son e´nergie e´lastique est proportionnelle a` B/Rc. En faisant intervenir le
taux d’occupation, cela donne :
Ecourbe-S = α
√
πB√
S
1√
1− p , (7.41)
ou` le pre´facteur α ≈ 17.44 est de´termine´ nume´riquement par la me´thode du tir comme
dans le chapitre 3. En additionant l’e´nergie du motif spiral et celle de la courbe S, l’e´nergie
totale des configurations Yin-Yang est donne´e par :
Etotal =
Bπ
2h
log
1
1− ρ + α
√
πB√
S
1√
1− p . (7.42)
Nous retrouvons bien l’expression qui e´tait pre´sente´e dans l’article joint au chapitre 3.
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